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Речь товарища И. В. СТАЛИНА 
на предвыборном собранки избирателей Сталинекого изби- 
рательного округа гор. Моеквы 


И декабря 1937 года 
в Большом театре 


П редседательствующий. Слово предоставляется нашему кандидату 
товарищу Сталину. 


Появление на трибуне товарища Сталина встречается избира- 
телями бурей оваций, которая длится в течение нескольких минут. 
Весь зал Большого театра стоя приветствует товарища Сталина. 
Из зала непрерывно раздаются возгласы: «Да здравствует великий 
Сталин, ура!», «Творцу самой демократической в мире Советской 
Конституции товарищу Сталину, ура», «Да здравствует вождь 
угнетенных всего мира, товарищ Сталин, ура! 


СТАЛИН. Товарищи, признаться я не имел намерения высту- 
пать. Но наш уважаемый Никита Сергеевич, можно сказать, силком 
притащил меня сюда, на собрание: скажи, говорит, хорошую речь. 
О чем сказать, какую именно речь? Все что нужно было сказать 
перед выборами уже сказано и пересказано в речах наших руководя- 
щих товарищей Калинина, Молотова, Ворошилова, Кагановича, 
Ежова и многих других ответственных товарищей. Что еще можно 
прибавить к этим речам? 

Требуются, говорят, разъяснения по некоторым вопросам избира- 
тельной кампании. Какие разъяснения, по каким вопросам? Все, 
что нужно было разъяснить, уже разъяснено и переразъяснено 
в известных обращениях партии большевиков, комсомола, Всесоюз- 
ного Центрального Совета Профессиональных Союзов, Осоавиа- 
хима, Комитета по делам физкультуры. Что еще можно прибавить 
к этим разъяснениям? 

Конечно, можно было бы сказать эдакую легкую речь обо всем 
и ни о чем (легкий смех). Возможно, что такая. речь позабавила бы 
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публику. Говорят, что мастера по таким речам имеются не только 
там, в капиталистических странах, но и у нас, в советской стране 
(смех, аплодисменты). Но, во-первых, я не мастер по таким речам. 
Во-вторых, стоит ли нам заниматься делами забавы теперь, когда 
у всех у нас, большевиков, как говорится, «от работ полон рот». 
Я думаю, что не стоит. 

Ясно, что при таких условиях хорошей речи не скажешь. 

И все же, коль скоро я вышел на трибуну, конечно, приходится 
так или иначе сказать хотя бы кое-что (шумные аплодис- 
менты ). 

Прежде всего я хотел бы принести благодарность (аплодисменты ) 
избирателям за доверие, которое они оказали (аплодисменты). 

Меня выставили кандидатом в депутаты и избирательная комис- 
сия Сталинского округа советской столицы зарегистрировала меня 
как кандидата в депутаты. Это, товарищи, большое доверие. Раз- 
решите принести вам глубокую большевистскую благодарность 
за то доверие, которое вы оказали партии большевиков, членом кото- 
рой я состою и лично мне, как представителю этой партии (змумные 
аплодисменты )}. 

Я знаю, что значит доверие. Оно, естественно, возлагает на меня 
новые, дополнительные обязанности и, стало-быть, новую, допол- 
нительную ответственность. Что же, у нас, у большевиков, не при- 
нято отказываться от ответственности. Я ее принимаю с. охотой 
(бурные продолжительные аплодисменты). 

Со своей стороны я хотел бы заверить вас, товарищи, что вы 
можете смело положиться на товарища Сталина (бурная, долго 
несмолкающая овация. Возглас из зала: «А мы все за товарищем 
Сталиным!» ). Можете рассчитывать на то, что товарищ Сталин сумеет 
выполнить свой долг перед народом (аплодисменты), перед рабочим 
классом (аплодисменты), перед крестьянством (аплодисменты), 
перед интеллигенцией (аплодисменты). 

Далее, я хотел бы, товарищи, поздравить вас с наступающим 
всенародным праздником, с днем выборов в Верховный Совет Совет- 
ского Союза (шумные аплодисменты). Предстоящие выборы это 
не просто выборы, товарищи. Это действительно всенародный празд- 
ник наших рабочих, наших крестьян, нашей интеллигенции (бур- 
ные аплодисменты). Никогда в мире еще не бывало таких действи- 
тельно свободных и действительно демократических выборов, ни- 
когда! История не знает другого такого примера (аплодисменты йа. 
Дело идет не о том, что у нас будут выборы всеобщие, равные, тай- 
ные и прямые, хотя уже это само по себе имеет большое значение. 
Дело идет о том, что всеобщие выборы будут проведены у нас как 
наиболее свободные выборы и наиболее демократические в сравнении 
с выборами любой другой страны в мире. 
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Всеобщие выборы проходят и имеют место и в некоторых капита- 
листических странах, так называемых, демократических. Но в какой 
обстановке там проходят выборы? В обстановке классовых столкно- 
вений, в обстановке классовой вражды, в обстановке давления на 
избирателей со стороны капиталистов, помещиков, банкиров и про- 
чих акул капитализма. Нельзя назвать такие выборы, даже если 
они всеобщие, равные, тайные и прямые, вполне свободными и вполне 
демократическими выборами. 


У нас, в нашей стране, наоборот, выборы проходят в совершенно 
другой обстановке. У нас нет капиталистов, нет помещиков, стало- 
быть, и нет давления со стороны имущих классов на неимущих. 
У нас выборы проходят в обстановке сотрудничества рабочих, кре- 
стьян, интеллигенции, в обстановке взаимного их доверия, в обста- 
новке, я бы сказал, взаимной дружбы, потому что у нас нет капита- 
листов, нет помещиков, нет эксплоатации и некому, собственно, 
давить на народ для того, чтобы исказить его волю. 


Вот почему наши выборы являются единственными действи- 
тельно свободными и действительно демократическими во всем 
мире (умные аплодисменты). 


Такие свободные и действительно демократические выборы могли 
возникнуть только на почве торжества социалистических порядков, 
только на базе того, что у нас социализм не просто строится, а уже 
вошел в быт, в повседневный быт народа. Лет 10 тому назад можно 
было бы дискутировать о том, можно ли у нас строить социализм 
или нет. Теперь это уже не дискуссионный вопрос. Теперь это вопрос 
фактов, вопрос живой жизни, вопрос быта, который пронизывает 
всю жизнь народа. На наших фабриках и заводах работают без капи- 
талистов. Руководят работой люди из народа. Это и называется 
у нас социализмом на деле. На наших полях работают труженики 
земли без помещиков, без кулаков. Руководят работой люди из 
народа. Это и называется у нас социализмом в быту, это и назы- 
вается у нас свободной, социалистической жизнью. 

Вот на этой базе и возникли у нас новые, действительно свобод- 
ные и действительно демократические выборы, выборы, примера 
которым нет в истории человечества. 


Как же после этого не поздравить вас с днем всенародного тор- 
жества, с днем выборов в Верховный Совет Советского Союза! (Бур-. 
ная овация всего зала). 

Дальше я хотел бы, товарищи, дать вам совет, совет ка’ дидата 
в депутаты своим избирателям. Если взять капиталистические 
страны, то там между депутатами и избирателями существуют неко- 
торые своеобразные, я бы сказал, довольно странные отношения. 
Пока идут выборы, депутаты заигрывают с избирателями, лебезят 
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перед ними, клянутся в верности, дают кучу всяких обещаний. 
Выходит, что зависимость депутатов от избирателей полная. Как 
только выборы состоялись и кандидаты превратились в депута- 
тов, —отношения меняются в корне. Вместо зависимости депутатов 
от избирателей, получается полная их независимость. На протяже- 
нии 4-х или 5-ти лет, т. е. вплоть до новых выборов, депутат 
чувствует себя совершенно свободным, независимым от народа, 
от своих избирателей. Он может перейти из одного лагеря в другой, 
он может свернуть с правильной дороги на неправильную, он 
может даже запутаться в некоторых махинациях не совсем по- 
требного характера, он может кувыркаться, как ему угодно, —он 
независим. 

Можно ли считать такие отношения нормальными? Ни в коем 
случае, товарищи. Это обстоятельство учла наша Конституция 
и она провела закон, в силу которого избиратели имеют право до- 
срочно отозвать своих депутатов, если они начинают финтить, если 
они свертывают с дороги, если они забывают о своей зависимости 
от народа, от избирателей. 

Это замечательный закон, товарищи. Депутат должен знать, что 
он слуга народа, его посланец в Верховный Совет и он должен вести 
себя по линии, по которой ему дан наказ народом. Свернул с дороги, 
избиратели имеют право потребовать назначения новых выборов, 
и депутата, свернувшего с дороги, они имеют право прокатать на 
вороных (смех, аплодисменты ). Это замечательный закон. Мой совет, 
совет кандидата в депутаты своим избирателям, помнить об этом 
праве избирателей, —0 праве досрочного отзыва депутатов, следить 
за своими депутатами, контролировать их и, ежели они вздумают 
свернуть с правильной дороги, смахнуть их с плеч, потребовать 
назначения новых выборов. Правительство обязано назначить 
новые выбары. Мой совет—помнить об этом законе и использовать 
его при случае. 

Наконец, еще один совет кандидата в депутаты своим избирате- 
лям. Чего нужно вообще требовать от своих депутатов, если взять 
из всех возможных требований наиболее элементарные требования? 

Избиратели, народ должны требовать от своих депутатов, чтобы 
они оставались на высоте своих задач, чтобы они в своей работе 
не спускались до уровня политических обывателей, чтобы они оста- 
вались на посту политических реятелей ленинского типа, чтобы 
они были такими же ясными и определенными деятелями, как Ленин 
(аплодисменты), чтобы они были такими же бесстрашными в бою 
и беспощадными к врагам народа, каким был Ленин (аплодиоиенты ), 
чтобы они были свободны от всякой паники, от всякого подобия 
паники, когда дело начинает осложняться и на горизонте вырисо- 
зывается какая-нибудь опасность, чтобы они были также свободны 


РЕЧЬ ТОВАРИЩА И. В. СТАЛИНА 475 


от всякого подобия паники, как был свободен Ленин (аплодисменты ), 
чтобы они были также мудры и неторопливы при решении сложных 
вопросов, где нужна всесторонняя ориентация и всесторонний учет 
всех плюсов и минусов, каким был Ленин (аплодисменты), чтобы 
они были также правдивы и честны, каким был Ленин (аплодис- 
менты), чтобы они также любили свой народ, как любил его Ленин 
(аплодисменты). 


Можем ли мы сказать, что все кандидаты в депутаты являются 
именно такого рода деятелями? Я бы этого не сказал. Всякие бывают 
люди на свете, всякие бывают деятели на свете. Есть люди, о кото- 
рых не скажешь, кто он такой, то ли он хорош, т® ли он плох, то ли 
мужественен, то ли трусоват, то ли он за народ до конца, то ли он 
за врагов народа. Есть такие люди и есть такие деятели. Они имеются 
и у нас, среди большевиков. Сами знаете, товарищи, семья не без 
урода (смех, аплодисменты). О таких людях неопределенного типа, 
о людях, которые напоминают скорее политических обывателей, 
чем политических деятелей, о людях такого неопределенного, не- 
оформленного типа довольно метко сказал великий русский писа- 
тель Гоголь: «Люди, говорит, неопределенные, ни то, ни се, не пой- 
мешь, что за люди, ни в городе Богдан, ни в селе Селифан» (смех, 
аплодисменты). О таких неопределенных людях и деятелях также 
довольно метко говорится у нас в народе: «так себе человек—ни рыба, 
ни мясо» (общий смет, аплодисменты), «ни богу свечка ни черту 
кочерга» (общий смех, аплодисменты ). 

Я не могу сказать с полной уверенностью, что среди кандидатов 
в депутаты (я очень извиняюсь перед ними, конечно) и среди наших 
деятелей не имеется людей, которые напоминают скорее всего поли- 
тических обывателей, которые напоминают по своему характеру, 
по своей физиономии людей такого типа, о которых говорится в на- 
роде: «ни богу свечка, ни черту кочерга» (смех, аплодисменты). 

Я бы хотел, товарищи, чтобы вы влияли систематически на своих 
депутатов, чтобы им внушали, что они должны иметь перед собой 
великий образ великого Ленина и подражать Ленину во всем (апло- 
дисменты ). 

Функции избирателей не кончаются выборами. Они продол- 
жаются на весь период существования Верховного Совета данного 
созыва. Я уже говорил о законе, дающем право избирателям на 
досрочный отзыв своих депутатов, если они сворачивают с пра- 
вильной дороги. Стало быть, обязанность и право избирателей 
состоят в том, чтобы они все время держали под контролем своих 
депутатов и чтобы они внушали им—ни в коем случае не спускаться 
до уровня политических обывателей, чтобы они—избиратели вну- 
шали своим депутатам—быть такими, каким был великий Ленин 


(аплодисменты). 


476 РЕЧЬ ТОВАРИЩА И. В. СТАЛИНА 


Таков, товарищи, мой второй совет вам, совет кандидата в депу- 
таты, своим избирателям. |( Бурные, 'долго несмолкающие аплодис- 
менты, переходящие в овацию. Все встают и обращают свой взоры 
в правительственную ложу, куда проходит товарищ Сталин. Раз- 
даются возгласы: «Великому Сталину, ура!», «Товарищу Сталину, 
ура/», «Да здравствует товарищ Сталин, ура», «Да здравствует 
первый ленинец—кандидат в депутаты Совета Союза—товарищ 
Сталин! Ура/). 


Редакция Математической серии «Известий Академии Наук СССР» 
посвящает свой очередной 4-й выпуск 20-й годовщине Великой 
Октябрьской Социалистической Революции. 

Изумительны победы, одержанные трудящимися нашей страны 
за 20 лет под руководством партии Ленина—Сталина. В результате 
этих достижений. социализм окончательно утвердился на территории 
шестой части земного шара. Трудящиеся СССР имеют сейчас самую 
демократическую из бывших когда-либо конституций. Сталинской 
конституцией справедливо гордится каждый честный гражданин 
нашей страны, на нее с надеждой взирают трудящиеся капитали- 
стических стран. 

Блестящие результаты выборов в Верховный Совет СССР, про- 
веденных по новой конституции 12 декабря 1937 г., убедительно 
показывают, что многомиллионные народы, населяющие страну 
победившего социализма, единодушно поддерживают свою партию, 
свое правительство и полностью одобряют те великие политичес- 
кие, хозяйственные и культурные завоевания, которых они доби- 
лись под руководством гениального вождя трудящихся товарища 
Сталина. 

В СССР мы имеем небывалый расцвет социалистической куль- 
туры. В то время как в странах, где господствует варварский 
фашизм, наука уничтожается и заменяется средневековым мрако- 
бесием и зоологическим шовинизмом, в то время как там пресле- 
дуют крупнейших ученых и разрушают научные центры, у нас, 
в стране социализма, происходит неизменный рост подлинной науки. 
И в этом отношении весьма показателен рост советской математики. 

Наша родина всегда выдвигала крупные таланты. В прошлом 
русской математики мы имзем ряд блестящих имен. Лобачевский, 
Чебышев, Остроградский, Ковалевская, Марков, Ляпунов, Золота- 
рев, Вороной вписали в историю математической науки яркие 
страницы. Но в условиях царской России таланты пробивались 
с трудом. И только после Октябрьской революции научно-исследо- 
вательская работа по математике в нашей стране получила надле- 
жащее развитие. 
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У нас прогресс математики обеспечивается работой свыше десяти 
научно-исследовательских математических институтов, в которых 
сконцентрированы лучшие научные силы страны. Пополнение кадров 
ученых по математике происходит непрерывно и обеспечивается 
широко развернутой аспирантурой. Итоги достижений советской мате- 
матики подводились на математических съездах в Москве (1927), 
в Харькове (1930) и в Ленинграде (1934), которые, в свою очередь, 
создавали стимул для усиления научно-исследовательской работы 
по математике. 

Характерной особенностью советской математики является глу- 
бина и высокое качество полученных научных результатов в весьма 
разнообразных областях математики. Первоклассные результаты 
получены нашими учеными по алгебре, по теории чисел, по теории 
функций действительного и комплексного переменного, по анализу, 
по теории вероятностей и по топологии. Совокупность этих дости- 
жений показывает, что советская математика занимает одно из 
первых мест в мире. 

Ученые Страны Советов знают, что только социалистическое 
государство может обеспечить подлинный расцвет науки. Ярким 
примером этого являются достижения советской математики, начи- 
ная от самых абстрактных ее областей и кончая прикладными ее 
отделами. И если первые двадцать лет существования советского 
государства ознаменованы крупными достижениями в математике, 
то это вселяет в нас уверенность, что в дальнейшем математиче- 
ская наука в нашей стране получит еще большее развитие и даст 
ряд новых научных открытий, достойных нашей великой эпохи. 
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0 ФОРМУЛАХ КВАДРАТУР С ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ КоЭФФИ- 
ЦИЕНТАМИ 


Настоящая статья устанавливает условия необходимые и усло- 
вия достаточные для того, чтобы формулы квадратур, пригодные 
для многочленов данной степени, имели положительные коэффи- 
циенты. Благодаря этому получается общий метод для пост- 
роения возможно простых формул квадратур, в которых все 
коэффициенты выражаются положительными рациональными чис- 
лами с возможно малым общим знаменателем, либо таких, в кото- 
рых абсциссы имеют возможно малые знаменатели. 


$ 1. Пусть Р;(5) будет многочленом Лежандра степени [ на от- 


резке (—1, 1), 41, |», ..../и его корни, В,, В», ..., В: корни его 
производной Р; (5). Положим 
Р(г, а) = Р.(1) + а(2 +1) Р: (5), Я 
Ф(х, а) = (—1)1Е (—х, а) = Рь(х) + а (2—1) Рь (1). 


Обозначая через &<%<...« "корни Е(х,а) и через 
7. <<... < корни Ф (5х, а), имеем при а>0 


К ЗС 
<... мВ (2) 
так как 
Е(—1, а) Е (1, а) =а (11 Е О Р(— 1. РЕ (1) < 0, 
Е (Зь, а) .Е( В+1) а) = а (ка +1) Р: (3) т, (ь+1} 0, 
Ф (1», а) - Ф (Вь, а) =а (чи — 1) Ри (\») - РЕ (Зь) < 0, 
Ф (1ь а) -Ф (Та) =а(1— 1) РЕ (1) -Р( < 0. 
Очевидно также, что 1 -Е Ча = 0. 
Кроме того, имеет место 
ТЕОРЕМА Т. Корни & (а), рассматриваемые как функции пара- 
метра а, убывают от к до Вк-: при всех значениях К =1,2,...,1 
{полагая В, = —1) при возрастании а от 0 д0 со; в то же время 
(к возрастает от 1 д0 ВЗь (полагая В, = 1). 
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Действительно 
а (6ь + 1) Рг (&*) д 
Я. (1+2) Р; (51) а (54 + 1) 271 (5%) 


(51) РЕ) е 
а [1(1-- 1) Р,(5.) — 25, Р:(5..)] 
2: —4 
(1—=%) Ру (5. 
91 (1- 1 Р; (54) -Е Ру (51) [5 — 1 — а(5* Е 1)| 


те: (5—1) р 3) 
(1 — &) о [1-1 а- 1] (1 $4) >. (3) 


(1 + а) 27 (8%) + 


Точно так же 


ть _ ИЕ 0. й 
да — (1 ть) то Па 1] (1—1) ы (9 


С другой стороны, легко проверить, что формулы квадратур 


ан 1 
Ге ах = У р(&) НЫ) + а КО, | 
—1 К=1 


(5} 
+1 й 

Га) ав = УХо(иь) Г (аь) + в (— 1), 
= Е=1 


соозветствующие корням многочлена (+ 1)-ой степени (5 — 1) Ё(х, а) 
или (тх--1)Ф (5, а), верны для любых многочленов ВА»_1(х) сте- 
пени 2—1, так как 
В; -1(2) = (2—1) Е (т, а) О1-› (2) + В; (2), 
где 01-›(х) степени [—2, а потому 
+1 +1 

й (&— Е (х, а) О1_› (2) @ = а | (2? — 1) Р1 (<) Оль (2) 4х = 0. 
—1 


—1 


Очевидно, что р (и) = 2 (&-ь). 
Заметим далее, что 


ый ОИ 
_ ГР) аз _ ^ Рае РЕ (а) ба е 
ОВ аа =/ ЦЕ 1) 4 4 к 


Е 


Таким образом при возрастании а от 0 до со коэффициент да 
2 
растет от 0 до 5 = ИГЕ: Условимея писать р» =2( +1), имея 
в виду, что когда & (с возрастанием а до со) стремится к пре- 
делу —1, 2(&) как непрерывная функция & стремится к значе- 
2 
нию р(— 1) = ЦЕ Т › Которое является коэффициентом 2 (Во) форму- 


лы квадратур, соответствующей абсциссам + = —1, В, <... < В, 


В 
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Вообще, коэффициенты 2(&) определим из равенств 


1 
(1—1) Е (2х, а) Р+ (2) ах ка 2Е (—1, а) Р,(—1) 


ы-Г (в — 1) Е (6ь а) РАЗН (#—6) — 8 2 а) РИ) — 


9 
— (- ЭРА [а + а РЕ (Е, + а(&& + РЕ, , 

откуда, пользуясь уравнением 
(1 — 22) Р: (+) — 2% Р: (2) | КИЕ-1) Р, (2) =0, 


находим, что 


72 


> 
2 () = п — #1) (а + а)РР(Е,) Ра(2ь +1) РИЕ,) [26%Р; (Е%) — 1+ 1) РИЕ,)] — 


7) 
(1 —&) РР (5%) На [(1 + 5,)РГ (5,) —1(1-+ 1) (1 + 5,) Рь(&») Ру(&,)] 
2 (1 - 54) а? 


— вич +++} ^ 


-И-®РЯ ЕЕ 5) Ру (5,) + (Е 1) Р} (64) ° (7 


Принимая во внимание, что Р, (&,) Р; (&) < 0, имеем, вообще, при 


09 <а< < 
2 


[3 . 
252% < ит +ИЕЕЮРИЫ (8) 
при а =0 и а=со получаем 
2 о) 
2 (№) = -РАр’ РФ = ОР  @® 
Точно так же вследствие равенств ‘ау: = — в, 0 (аи) = 
=2(&—к) находим, что 
2 
Р(1®) = (1 — 71) РР (пь) + (1 — я») Ри (п) Р; (ть) - (Е 1) РЁ (т) ^ 2 


Таким образом можем определить непрерывную функцию 0 (5) = 
= (— 2) на промежутке (—1, {- 1) по условию, что 
2 


2 (7) = ри тяРИЯР + ИГЕИРНА (1 
во всех промежутках (Вк-1, к) и 
я 5 
р (2) = при РАИЯИРЕПРИа (И №8) 


во всех промежутках (\к, В) при значениях А =1,...,[, где, как 
и выше, мы полагаем В, = — 1, В =1. 

& 2. Роль функции 6(5%) в исследовании формул квадратур 
с положительными коэффициентами вытекает из следующей тео- 
ремы: 

| П. Если формула квадратур 


Го ра), р сле... За <) (2) 


2 Р 
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верна для всех многочленов степени 4—1, то 
в р(1), (13) 


причем знак равенства в (13) имеет место лишь при условии, что 
формула (12) совпадает с той единственной из формул (5), в кото- 
рой есть абсцисса & или 1ь, равная 2: = —1 (если же 1; = + 1, 
то знак равенства соответствует формуле квадратур с абецис- 
сами — 1 = Вь, В, ..., В = 4). 

В самом деле, пусть х; = +1 одна из абсцисс формулы (12), 
лежащая в промежутке (В»_:, 1»), совпадающая, следовательно, 
с корнем & многочлена Р(х,а) для некоторого а > 0. Строим 
многочлен }(5) степени 21 — 1 

Г Е? (т. а) (1 — т) 
12) = Еоа ЕЯ Ньа] › 


который, обращаясь в нуль в точках &; (=) и 1, равен 1 при 
х=ё =х. положителен во всех прочих точках отрезка (— 1, -{ 1). 


В таком случае 
уд 


+1 
- $ ь] 
р(к) = р (2) = Г 142) а = Хр) > ры 
Л 9= 
если только все точки 5; не совпадают с корнями } (5), т. е. если 
формула (12) не совпадает с (5). 
При 1, =4, полагая 


_— Ри (2) (4 =) 
РО) зРНь 
мы получаем также, что 
+1 


24) = геи = Дева > р, 


если только все прочие абсциссы 42; не совпадают с корнями 
Ру (х) (1-х). 
Аналогичным образом можем установить монотонно возрастаю- 


щую непрерывную функцию т (5), представляющую максимум суммы 
х:<х 


коэффициентов У, р. =Т(х), распространенной на все абоциссы 
д: <х любой формулы квадратур (12), пригодной для всех мно- 
гочленов степени 21—41. А именно, имеет место следующая 
ТЕОРЕМА ПП. Пусть 1<т=<\и; в таком случае, если, при 
соответствующем выборе а, х=& (т.е. Вь-, < 2—4»), то макси- 
мум к (12) суммы Т (2) осуществляется только формулой (5), т. е. 


х;<х 


= 
Хр-Г(а <= = Ур 0<1=1; (14) 
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если же х= ры (т. е. {к < т = В»), то максимум т (7) суммы Т (т) 
также осуществляется только соответствующей формулой (5) 
т. е. 


* 


х;<х 


5 Ё 
Ур-=тТ@) <п@=р-+ Ув) (0<#<. (148) 


1 
2 
При х =— 14, в пи, апр == 1, ®@)=2. 
Так как равенство т (—4) =^р(—1) вытекает из теоремы И, 
а равенство п (5) =2 очевидно для 1 <, то доказательства тре- 
буют лишь неравенства (14) и (1413). Начнем с первого: пусть 
Х = &. 
Построим многочлен }(5) степени 21—41, определяемый 21 = 
= (1-1) + (1—1) условиями: 


1 (Е) == = (5) = 1, 
1 (+1) =... =1() =) ы = 0, 
 (&) =... =Л (&-1) =Г (646) =... =Р (&) =0. 


Так как (5), кроме данных [—1 корней, имеет еще, по И, 
мере, по одному корню во всех промежутках (&&41) и (&, 1) 
кроме Е (>, +1), то Г’ (5) иных корней не имеет, а по- 
тому }(2) в промежутке (&,ё&.:) убывает от 4 до 0, и кроме 
того, и при т<& и ][ (5) >0 при х<1. Следовательно, 
из формул (5) и (12) находим, что 


< 


+1 
№ ро Ури ед> 


4=1 


причем знак равенства имеет место лишь тогда, когда формулы 
(5) и (12) совпадают. Таким образом (14) доказано. 

Положим теперь, что х = 1». В таком случае строим многочлен 
1(т) степени 21—41, определенный 21 условиями (< 1: 


1(—4) =1(щ) =... =7 (1) =Ъ 
| ан ==) =0, 
Г (ии) = --. =7 (и-1) =Р (бы) =... =Р (0 = 0. 
Подобно предыдущему замечаем, что }(5) убывает от 1 до 0 в про- 
межутке (1ь,\»+1), и, кроме того, }(5) >1 при —1<5< 1). 


Следовательно, применяя - (5) и (12), получаем 


а! «ть 


Дов +Х Ир (т) — Хр! (%;) = Хр, 


причем знак равенства осуществляется лишь при совпадении фор- 
мул (5) и (12), откуда следует (14 513). 
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Заметим, что неравенство (14 13) справедливо и при А =1, 
так как правая его часть тогда равна 2. 

Принимая во внимание, что то же рассуждение может быть 
сделано, переставляя точки —1 и -- 1,.получаем также, что 


>, 1 
Ур: — Ур(&) а =2— т (&-,), 
4 = 
> 1 
Ы 1 
Уря УР) =2—т( 1), 


откуда заключаем, что 


< эр ь 
Уи=2— Ур=т(& 1) =" (&) —р(&), 
х:<т ( 1 5 ) 


р РЕ = т (1-1) = т (1%) —2 (14), 


причем, за исключением случая О<&<\, (когда правая часть 
равна 0), существует только одна формула квадратур (5), где 
равенство имеет место. | 

Из этих неравенств вместе с неравенствами (14) и (14 13) можно 
было бы также получить теорему 1. 


Тем более имеет место неравенство 


_ 


Т (2) = Ур >" (2) —2 (2), (16) 


где знак равенства при х > `, невозможен, так что правая часть 
представляет недостигаемый минимум для сумм Т(5) [к которому 


Т (2), конечно, может сколько угодно приблизиться, так как 
х;<х 

п (2) —0(2) является достигаемым минимумом для у р: ; 

Следствие Г. Если одна из абсцисс х; в формуле квадратур (12) 
является корнем уравнения Е (т, а) (1 — т) = 0 или Ф (х, а). (1-х) = 
=0Ои 21 > есть соседний корень того же самого из этих 
уравнений, то т:41 = 21, причем знак равенства имеет место лишь 
тогда, когда все абсциссы являются корнями того же самого урав- 
нения. 

Действительно, если х; < 21 два смежных корня одного из урав- 
нений (1—2) Р (5, а) =0 или (1 {+ 2)Ф(х, а) =0, то 

ху юх 


Ури) == (1) — (т = вер. 
9=1\ 


причем знаки равенства осуществляются лишь тогда, когда все 
абсциссы 1; являются корнями одного и того же уравнения 
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(1 —2)Р (5, а) = 0 или (1 + <) Ф (х, а) = 0. Следовательно, за исклю- 
чением этого случая, 1:1: < 27. 

$ 3. Если вместо отрезка (—1, -- 1) взять любой отрезок АВ 
и рассматривать формулы квадратур с положительными коэффи- 
циентами С; 


В п 
Гл@® а = ХС), >20 А=и<..З®=В), (А) 
) = 


пригодные для всех многочленов степени 21 — 1, то все они, оче- 
видно, получаются из (12), полагая 


В—А В А А-В 
и ы: ь 
Поэтому 
тв 2 СЕ В 
м . 
РЕ: (о). (18) 


Отсюда можем вывести некоторые существенные свойства функ- 
ции г (2). 


ТЕОРЕМА ТУ. Функции и и ее являются монотонно 


убывающими в промежутке (—1, - 1) (вторая из них равна нулю 
при #=7). 
Для доказательства замечаем, что если формулы 


1-1 1 1--1 


[о 
Ге = Хе). Га = Уч), (49) 


1=1 | 


где С; >0, С;>0, —1<у: <й < у: <1, верны для всех много- 
членов степени 2/1 —1, то верна также и формула 
1+1 Е 
Глв = Ус Усиво. (ТЫ) 


Поэтому, полагая — 1 <а<й < 1, можем выбрать первую из фор- 
мул (19) так, чтобы 
и В-1_ 24+ 1—1 
21 1/1 
Ус: 25 =(. А ) : 


Следовательно, из теоремы Ш заключаем, что 


ман о 


Откуда, определяя Й при всяком > а, из равенства 


ЕВ 
СЕ 


ИМЕН, Серия математич., № 4 “ 
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получаем 
1 (5) <= (@), 
29а —6 
и так как о, то 
п (а) п (5) 
а р (20) 


Аналогичным образом выберем теперь вторую из формул (19) 
так, чтобы при —1< < <\ 


пу: <Ь 
№ 


1—1 26 —1— № 
Ха Щь 
1-1 


Поэтому, замечая, что У С: =1- 1, имеем 
тет 


= "<=. 


Следовательно, определяя й при всяком а < БВ, из равенства 


А ь_ 26 а—1 
А. = = а, тех ЕВ ) 
находим 
Е. 
г (а) <п(5), 
откуда 
О 0 
т.е 
2—п(5) [2 — п (а) 
И ЕЕ м СТ и (21) 


Следствие П. При любых значениях —1<а<Ь < 1 имеют 
место неравенства 


2—к (5) 
1—6 — 


2—п(а 


} <=) —=(4) _ =) 


5 —а и. 


п (а) ь 
Е (22) 


1 —а 


Аналогичным образом из (15) следует, что коэффициенты С; > 0 
формулы (17) удовлетворяют также неравенству 


А<у;< у 


а а 


а потому, применяя тот же прием, что при доказательстве 
теоремы ТУ, находим 


Следствие ПТ. Функции ве А. 


т 1—2 
ются монотонно возрастающими при (—1<х<1) (первая из них 
равна нулю при < \)). 
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В частности, из (241) вытекает, что 
1—х 
> Ро, 
и так как р (1) =п(х) при х=\:, то ет ЗЕ п при 
—1<х=<\:; аиз того, что ый <! 


Ах 
(к 


ГЕИ следует, что 


к (2) < 4+ =— рен). 


Из следствия ПТ при —1<а<6<1 получаем также 


2—п(а) + (4) п (6) —6(6) —п(а) р (2) т(5)—р(Ъ) 
Е ай ль 
Сопоставляя эти НЙ с т получим 
р —а А+ а 
уг (6) > = (5) — п (а) > ет (6) (а) Но (), т: 
5—а ры Е 
5—& (2—т(а)) + 2(5) () > п(6) —= (а) >“ (2—п (а), 
откуда следует также, что ([—1<а<6<!1 
р ру И-2 
ра ро НЕЙ (26) 
поме ты есть функция убывающая, а функция а есть функ- 


ция возрастающая; в этом можно было бы также убедиться непо- 
средственно из рассмотрения выражений (11) и (14Ъ13), так как 


легко проверить, полагая 2 (2) = а ‚ что при В <х< \ь 


т (и) =2Рй (2), (27) 
откуда 
(2) 
1—2 0? (2) Р:? (2) 
4х 274 1—< >0 
и 


а Ее) 
1+5/ _ 27 (2) [(1 + 2) Р, (2) Р1 (2) — ЦЕ 1) Р1(з)] 


4х (1-2) (1 — 2?) < 0. 


(Вследствие четности функции 0 (5) те же неравенства верны при 
1 <&< Во.) 

Что же касается самой функции 0(5), то, замечая, что левая 
часть равенства (при В»! << 1») 

(1—2) т’ (2) = 1-  РЕ(2) — Ри(2) Ра (2) (1 + 2) — (1—2)? Ри (2) 
есть многочлен (21 — 1)-ой степени, получающий противоположные 
знаки в 21 —1 точках В+, 7: и имеющий корнем х = 1, заключаем, 
что в промежутке (—1,1,) 7т’(2) <0, а в прозих промежутках 


2* 


у 
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(В»ь-1,{*) имеет один и только один корень. Поэтому 1(5) воз- 
растает при изменении х от—1 до 1, и внутри каждого из 
промежутков (З-1,\*), а также и (\», 8,) имеет по одному 
относительному минимуму; таким образом, с другой стороны, 
в точках @:, 7: кривая у=р(х) имеет относительные максимумы 


с угловыми точками. При этом, вследствие уравнения (27) и соот- 
тт 2 

ветствующего ему = — =’ (2) =2Р” (2) в промежутках (%ь, 8») 

находим, что 


14) #1 


м - Е И 
=’ (1) = и 2Р:? (м), 5’ (Чи) и 

о Е 2РР (к, г = ней $ (275) 
тет > (в) = 2. | 

т (ви) < и. 27 (вл) = — ры. 


С другой стороны, эти относительные максимумы кривой у=о(х) 
в последовательных точках 1; < В, <... идут, возрастая при 5 < 0 
так что имеют место неравенства 


Е =2(—1) <р(11) <2(В, < ... << эВ) 20 


Действительно, из (8) следует, что 
9 9 


У 


2.(х) = ИР ИГ 1) Ри (2) Ян: 


причем знак равенства имеет место в точках + 1, \;, В. В таком 
случае знак 
2’ (2) = 2Р: (2) [Г -- 1) Р(х) —<РЬ (т) - (1 — 1?) Р!(<)] = 2%Р1? (5) 
совпадает со знаком х; поэтому й (5) достигает минимума 2 (0) = 
=Р? (0) +1(1-+ 1) РЁ(0) при х=0. 

Таким образом абсолютный максимум р(т) достигается при 
т =Ои равен он 

жд 2 И: о ЗЕ 2 с 
2 (0) = ЕР | а. и аут (28) 


при [ четном и 


Г Е И 
20) = Ра =? | аи ] А (2815) 
при [ нечетном. 
Заметим, что, применяя асимптотические формулы для много- 
членов Р,(2) и Р!(т) к выражениям (11) и (1115), получаем 
вообще 


р (2) ТУ (29) 
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при [-> оо для любого данного х внутри отрезка (— 1, -- 1). Как 
мною показано в другой статье (ДАН, т. ХТУ, № 6, 1937), при 
всех конечных значениях [ 


2 (1) < 


Прежде чем перейти к приложениям полученных здесь резуль- 
татов, укажем еще, что в любой формуле квадратур (12) 


И 1— — =. 


х;<х х<х 


= Е 


И ^ 

Таким образом в0 всякой формуле квадратур (12), справедливой 
х:<х 

каждая из сумм Ур: и 


(30) 


Е. 2 (=). 


х<х 
для многочленов степени 2—1, Ур 

мм Г 
равна 1 -- х с погрешностью меньшей, чем 5 (х). 


$ 4. ТЕОРЕМА У. Для того чтобы формула квадратур 


у — 
Ге а — р (2) /(— 20] + р / (0), (31) 
соответствующая корням многочлена 
В (1) =2 (22—21)... (< — 2-1), (32) 


верная для всех многочленов |(х) степени 4—1, имела положи- 


тельные коэффициенты р:, достаточно, чтобы 


Аж <<<... Зоо < < 0 (33) 
2 2 


(где для определенности [1 предполомсено четным) и чтобы, кроме 


того, 


а а (34) 


(полагая попрежнему, что х?_> д; есть соседний корень того эже 
уравнения Р(т,а)=0 или Ф(х,а) =0, ‘которому удовлетво- 
ряет хз. 

В самом деле, коэффициенты р; определяются однозначно из си- 


стемы [ уравнений 


х й | 
Урфуриеи, | 
а $ (35) 
о. 
1 ) 
Рассмотрим, в частности, формулу квадратур, соответствующую 
многочлену 
В, (2) = Р+ (=) - Ру Е Иа] (36) 


1 
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где О<=Х 1, + 1. Легко убедиться, что коэффициенты р (Вь), р (1»), 
соответствующие абсциссам В», {к (кроме 1), так же, как и коэф- 
фициент р, (1, —=) при абециссе 77, —=, будут положительны. 


Действительно, 
р (В») РиВь) РЕ(В») [В — (1, — =] = 


Ч Рае (2) [2 — а — (1—1) 
= 1) (#8) 


, о = — 2211) (2-Е Ва 
= Г Риз Р: (®)[й ви Пе 9: = 


И 
у . 7. 
ее РВ да = (2 — 24) (9), 


откуда 
2 (2=1 — =?) 
р (Вю = ин (-РОЫРВ 
2 (== — 2511). (1—8) 
ОЕ (= -— ВИ -—РЫВь) РН 
Аналогично находим 


м 2 [4 — (4:— =)2] (11 — 1) 
РЕ АНИ ВН 


р (11 —=) = 0. 


= — 25-1 
а 
Можем положить, например, {1 —Е = 21. 
После этого осуществим непрерывный переход от абсцисс ху, 
В;, 1», .... Та к данным абециссам л;,.... ть: следующим образом. 


Положим 
т (^) = 1, 
а (А) = Аль + (4—2) 6, 
Жз (А) = Аз + (1—^) 1», 
та (^) = А. (^) ха + (1— 44 (^)) В», 


21-1 (^) = 41-1 (№) м1 + (1— А 1(^)) у 


Я 

и заставим А возрастать от 0 до 1; функции 4,(^) последовательно 
определяем требованием, чтобы 

23 (%) = 44 (А) 23 (1— 4, (0) 

23 (^) = А, (\) 23-Е (1 — А (^)) 1, 


(37) 

Так как с возрастанием А от 0 до 1 2.(^) =Л (2, — В,) + В, 
убывает от В; до 2,, то 23(^) в то же время убывает от В» до 22, 
т, е. | 


23 (^) = А. (^) (22 — В.) Е В» = 4. (^) =3 + (1 — 4, (^)) В, 
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где 4. (^) есть некоторая монотонно возрастающая от 0 до 1 непре- 
рывная функция. Таким образом. убеждаемся, что все функции 
А; (^), последовательно определяемые равенствами (37), монотонно 
возрастают от 0 до 1. Отсюда следует, благодаря неравенствам (34), 
что при всех Л (0<^А=<1) соблюдаются также неравенства 


48 (^) = 44 (^) 23 - (1— А. (\)) В, < Аа (^) ха + (1— 44 (^)) Вь = ха (^) 
и вообще при всех 1 (1% 1=—<1— 3) 


2? (7%) <» (№). (34 515) 


Для &=1 неравенство 27° (^) = 21 < 2. (А) очевидно, так как 23 (^) = 
>13. Но в таком случае, так как числа р,, определенные из урав- 
нений (35), при А = 0 положительны, то они могли бы при изме- 
нении Л стать отрицательными только, получив значение 0 при 
некотором А, (0<\< 1. 

Но это невозможно для коэффициентов ро, ..., рр_›, так как, 
благодаря (3413), между 2; (^) и 41 (^) (1 <1=<1— 3) имеется лишь 
одно значение 2;,:(^); поэтому, если бы р:+: обратился в нуль 
(в то время как прочие коэффициенты не отрицательны), то между 
2; (№) и 22 (№5) не оказалось бы ни одной абоциссы, что противо- 
речит следствию Г. Точно так же не может быть р, =0, так как 
тогда не осталось бы абсциссы между (0, 1,); рь_1 = 0 невозможно, 


так как не было бы абсциссы между В. и В, =0; р =0 невоз- 
У 2 


можно, так как не было бы абециссы между {и и 11+ 
2 "р 


Теорема, очевидно, останется в силе и в том случае, если не- 
которые из неравенств (33) или (34) заменить равенствами, 
и в частности, если 2. = — 1. 

8 5. Эту теорему применим для построения формул квадратур 
с положительными коэффициентами и рациональными абсциссами 
с возможно малым общим знаменателем М. 


Положим 1 = —1, тогда 21 = В;; поэтому, если № должен 


я 0 
быть общим знаменателем абсцисс, возможно взять 23 = 8, У ь 


7 где О=&% 1 итд, 


где 0—8, < 1; затем возьмем т; = 43 -- у" 


0 
а = 28+ о. полагая для определенности [ четным; нужно 


только, чтобы все эти х» с нечетными значками А < [1—1 остались 
в соответствующих промежутках, а именно В»! < 142—1 < “в. 


0 6, 
Аналогично положим 1, =\! - >, где 0 < %<1, 2, = 45 + 


и. (0=6,-. < 1), причем 


в < 2ал < В. 
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Абсциссы 12:5, И 42:1 © нечетными значками совпадают соот- 
ветственно с корнями некоторой функции Р(х, а;) =0 и переход 
ОТ 23; 1 К2о:41 влечет за собой (по теореме Г) уменьшение пара- 
метра а; (а; +1 < а;). Наоборот, х: и хх являются корнями Ф (5, а. , 
и переход от 2% К Хи соответствует увеличению а; (а;+: > а). 

Рассмотрим сначала четные абсциссы. На основании сказанного, 


для того чтобы последовательные замены абсцисс 23; абсциссами 


Жорро = ЖЕ —- были приемлемы, необходимо и достаточно, чтобы 


они соответствовали некоторой возрастающей последовательности 


значений О<а<а, <... «За-=< о. 
2 
Но в промежутках (“», В») зависимость между а и х опреде- 


ляется уравнением (4), т. е. 


ах 1 41 
Ч ое РЫСИ о 
а 1-2 
Поэтому 
Ч: +1 
НИ 4а 
Хи Та 1 а [1 (1-1) +1] ? (9) 
пе А = 
@ 
и, принимая во внимание, что 1:41 < 23; < ди < 0, 
@+1 а 
ме 7 
Тэл-2 а а [91 (1+1) +1] 
т 
а 1 а 
а; 
Но, как известно *, 
и с (чу. 
№ > 1-— 6081. ч=25щ ие 1-4 ° 
Следовательно, 
а: +1 
аа 6 ал ке 
Ти — д > а [а (1-1) +4] 1-1) = 
а; 
а; 
ео 4а 
о. 
з я РЕЯ ЕЕ 
Ч 
Я; 5 
о аа Щи 1 : 
п ТИ, (+12 а: (1-1)? (аа |— 
У ЕЕО “Те+диз ‘Тину 
, Ели > ИИ? 


| 1 р а 39 
(1 О-ара ау? | |. 


* МагКо[Ё Л., Зиг 1ез гастез Че сегфатез 6Чаайопз, Ма тетайзеве 
Аппа1еп, ХХУП, 1886. 
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Таким образом, для того чтобы требуемые сдвиги были воз- 
можны, достаточно, чтобы М было настолько велико, что при всех 


о а —0 . 
=0,1,2, ..., >, исходя из значения а, =0, соответствующего 11, 
рекурентное уравнение 
1 ы 1 (1+ 1)20; (40) 
аи ПО) ам 
последовательно удовлетворяется положительными величинами а; +1, 
каково бы ни было 0; (0<0;< 1). 
Полагая (1 - 1)? а; = ыи2, запишем уравнение (40) в виде 
1 в 1 __ __ 94426; 
Ба РЕ  Ы+Е1 (МУ О 
Очевидно, что если уравчение 
1 2 
1 (1+1) (42) 


(41) 


Ре И (Ему 2 
для данного В; >; >0 приводит к положительному значению 
В:+1, то тем более будем иметь В; +! > 6:41 > 9; >0. Положим 


МУ2=&(1 + 1); (43) 


`тогда уравнение (42) примет вид 


й 1 1 
Ве (44) 
или 
а (& - 1)? (В; Е 1) а 
Ва -Е-А = И | (44 51$) 


Так как В, =0, то нам достаточно будет установить, для каких 
значений а из 0< В; < следует, что и О< В; <&-1, чтобы 
утверждать, что соответствующие им из формулы (43) значения № 
приемлемы. 

Но из В; >0 следует В; > В; (и тем более В; > 0), если 

ВЕ 1 < «(+ 1), 
так что при условии В; < достаточно, чтобы 


ЕЯ 


ЕЕ 4? 


т. е. чтобы & > 1. 
С другой стороны, при этом будем иметь 
а (Е 1)? (25 4) : — 
а 


(+1) “аи ] м) аа 
5 аа (94) = +0[1+5 Е БЕ <2+1. 


если я =4. 


В: = 
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Аналогичным образом для абсцисс с нечетными индексами имеем 
дифференциальное уравнение 


ПИ 1 Г 
аа ЗАРИ а [а1 (1-1) +1] 
1-х 1—х 
откуда 
а: 
: да 
тии — Зи = 1 а [1 (1-41) +1] => 
Уфа и 3 
ау +1 
а; 
о = (45) 
1-1 Л 
ПАРИ 1 Ед] 
Ч 1+1 
так как 
В: < Зла < 0. 
Принимая во внимание, что 
1 ^/ 2( к 
т 
имеем 
а; 
1 о аа 
у > Я — 2-1 = (1 > 
=. -а- 421 (1+ 1) 
212 
а: +1 
С а 1 1 1 
[22 ; : 
С [туз | т а ЗИ 


В данном случае нужно, чтобы положительные числа а; с возра- 
станием $ шли убывая от а, = со. Полагая попрежнему . 


МУ2=& (1+1), (43) 


покажем, что, каковы бы ни были числа 09; > 4, последователь- 
ность чисел а;, определяемых уравнением 
Л 1 1 
Е: (47) 
А и а; 
иж У? + т 


положительна. Очевидно, что это будет доказано, если мы убе- 
димся, что значения а; > 0, если заменить в уравнении (47) а; не- 
которыми определенными числами 5; < 4, так как с увеличением &; 
при неизменном или увеличенном а; увеличивается также а;41. 


4) 


Но заменяя в (47) в; через ———__› видим, что уравнению 


Я 1 у р с 


ака 1 
И 1 
у Г 2- т у: } 
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удовлетворяет 
му == т (=) 
Следовательно, 
Се т А 
Таким образом, при всяком целом 
М>2и2а+1) (48) 


возможно построить симметричную формулу квадратур для от- 
резка (—1, +1) (31) с положительными коэффициентами и с ра- 
циональными абсциссами 1; имеющими общий знаменатель М, 
точную для всех многочленов степени 21—1. Напротив, как пока- 
зано в моей статье *, такая формула невозможна, если наибольший 
знаменатель И абсцисс, который ‘может и не быть общим знаме- 
нателем, удовлетворяет неравенству 
(1—1) (1+3) 


а - 


Для дальнейшего полезно будет заметить, что, вместо того 

чтобы брать в качестве исходного значения 1, =—1, можно также 

0 2 

положить 2 = —1Т + у, где попрежнему М> я (Е 1)? 

(0 < 0—1). В таком случае уже не будет а, = со, но из уравнения 
Ру (х,) + а, (х, + 1) Р! (х,) =0 имеем 


ВИ 21) 1) 
| Ру (х.) (2. + 1) ЦЕ 1) (91) 
1 


=> 


а реа 
2И2 (1+1) 


Таким образом, нужно лишь проверить, что если попрежнему 
в уравнении (47) о; > 4 (1> 1), то значение а; > 0 при всех # > 1, 


и р = 1 
если а, = ЗУ 2 при { =1. Для этого замечаем, что У 2= ИЕ 
ь 


6 
(где у, = ЗУ 2) удовлетворяет уравнению 


1 1 Ач 3622 м 
п Я В = 
у Ут ШУТ 
Л 
И АЕ 


* «О формуле квадратур Котеса и Чебышева», ДАН, ХУ, № 6, 1937. 
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поэтому 


а (при > 1). 


ОВ 
8 6. ТЕОРЕМА У!1. Если положительные числа ру, р», .-., Ра 


211 
удовлетворяют условию ео причем р: = ра_1, и, полагая 
1=1 


в 
№ р: = к (1), где О<й <, имеем 
=1 


=, = < 42 <... В: < д < 
° 
<=... < 2 -а < 9-2 < 2-1 <“ (33) 


/\ 


(для определенности предполагаем 1 четным); если, кроме того, 


23 = чо, (34 13) 


то существует формула квадратур 


НЕ 1—1 
| = Ур) + и + РГ). (49) 


4 8—1 
точная для всех многочленов степени 1—1, где 
Е Е] БО). 
м с" (50) 


Заметим сначала, что если формула (49) возможна, то нера- 
венства (50) должны быть соблюдены, так как вследствие (14) и 
(14 13) имеем 


-У р: = п (у), откуда хь < ур, 
и, с другой стороны, вследствие (16), должно быть 


х<ху 


х>у 
уд Хх 


— п (ть-1) = У. Ре, 


а № 


а поэтому невозможно, чтобы ук > 271. 
При этом знаки равенства в (50) невозможны, если их нет 
в условиях (33) и (34 51з). 
Для доказательства поступим так же, как в теореме У. Вели- 
чины у; (1=1,....[—1) должны удовлетворять уравнениям 
1-1! у 
У ви! = т го, 4-9) (51) 
1=1 


Вводя вспомогательный параметр А в коэффициенты р;, поло- 
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жим р; (1) = рь 1;(1) =, и допустив, что нам известна некоторая 
формула (49) с коэффициентами р’ > 0, которым соответствуют 
значения 2:(0), удовлетворяющие условиям теоремы (с нера- 
венствами в узком смысле слова, если для 1; не исключаются 
также и соответствующие равенства), положим р; (0) = ре. 

Как было показано, параметр /^ можно ввести так, чтобы точки 
1: (^) при всех значениях 0 = 7 < 1 удовлетворяли (в узком смысле) 
условиям (33) и (34 513). Но в таком случае из уравнений (51) у; (^) 
определятся как однозначные вещественные аналитические функции 
^, лишь бы только ни при каком значении Л =), некоторые 
из значений у;(^) не становились равными между собой. Однако, 
благодаря неравенствам 


Чь (^.) < 24-1 (^) < тьчи (А) < уп+и (^), 


соседние значения у» (^) и Ул+и (^) не могут совпасть. 

Таким образом, остается лишь сконструировать какую-нибудь 
определенную формулу квадратур, удовлетворяющую условиям 
теоремы. Возможно, что путь, который мы предлагаем для этого, 
может быть упрощен, но не совсем бесполезно проделать его, 
чтобы одновременно выявить, в чем заключается принципиальная 
трудность построения формул квадратур по заданным коэффи- 
циентам. 

Для этого положим 


. 


2, < 11, 2 = В1, 23 = 1, ..) Фра = Валь, 1-1 = 
2 


[. 
2 


Соответствующие им значения абсцисс 


д = — А, У =4. — А», Уз = 8 | А, | 
а У Ат Г (52) 
эх 99а аи ) 
должны удовлетворять / —1 уравнениям (1 =1,2,...,[—1) 
[2 (51) — #4, — 41" (р» + =) » — Аз) -Н[? (12) — р2] (12 + 43) 


А РАМ И вт» (53) 


1 
2 


где 
= (11) — 2 (41), р =г( (В,) м 
т (В») 235 И - = | (В: а) Е» 
2 
при этом, если 1, =\1, то Е= АД, =А, = ЧИ = А1 = 0. 


Я 2 
Если же 2, < 1, т. е. =>0, то, так как в случае вещественности 
решений системы (53) согласно (50) 


<<; ВМ в<В<.. << <У-ь 
2 
необходимо, чтобы А; >0, А; > 0. 
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Таким образом, нам нужно лишь показать, что при достаточно 
малом => 0 система (53) имеет вещественные решения. В виду 
того что функциональный определитель системы (53) функций А: 
и Д; переменной Е равен 0 при = = 0, мы должны положить = = не 


: й 51; (1) - Ри, (1 
А1 = #22 (1), д = 1 (1), И 


: 1 
функций 2(1), с; (1), и; (1) (: с =) переменной 1 при {> 0. 
В таком случае, вычитая из уравнений (53) уравнения, соответ- 
ствующие { = 0, получим 


Е [(1е — А)" — Сид 26а) [бы — м — + 
+ 2 (42) (уз 45)" — 18 + Р2[(у — А) (ЕЕ) Чченое 
Ро (ть) (с -Е д)" но + Ра о Е и — (+ 41)" =0. (54) 


и рассматривать 1 — 1 


Замечая, что 
2 (48) А: — ре А = Риш ы 


2 
$.() д» =: (4; Р— А: И "а Е ри? сз (2) 


содержат множитель {?, видим, что все уравнения (54) по разде- 
лении на {? могут быть записаны в виде 


5у^ Эда 212 (‘ у 2 — 12 -- а —- 
м мы Рзр (12) о а 
НА (2% озвиы, ты от — ._ 
Я ь 
НЯ 61 = $1 (1, 3, и, .... 51), (55) 


где Ф, — многочлен относительно входящих в него переменных. 
Поэтому, так как определитель (1—1)-го порядка, составленный 
из коэффициентов при 2, и», г3,.... ср, отличен от нуля, то, 
р 
полагая 


Ха - и=а:-О,, вес: И. 


где {— | постоянных зо, а, с} удовлетворяют 1—1 линейным урав- 
нениям 


к А — 212 (1 А-а а, А (2—1) разр (1 о 25 > 


5 о (12) 
ы „„2о— Рау) 21-2 2 = 
Е... + 2101 { Л (2% — 1) м р 0, (56) 
5 Е, > 


5 5 


7 


ве Е = 

мы получим 2’ решений системы (55), разлагающихся по сте- 
пеням {= У: при { достаточно близком к нулю. Однако, соответ- 
ствующие значения Д:, Д; должны быть, кроме того, вещественны 
и положительны: для этого достаточно убедиться, что значения с, 
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получаемые из уравнений (56), положительны, и тогда, для того 
чтобы ДА; > 0, А; >0 при #>0, нужно будет взять все с; > 0, 
после чего искомое решение определится однозначно. С этой целью 
заметим, что определитель, составленный из коэффициентов при 
неизвестных системы (56), равен произведению множителя 
в (11)... В (Ти) Ра... В: 
3 


(2 (12) — Рз) .-- (р (1) — 2) 


з 3 


на определитель Н, приведенный на стр. 500. 


Для получения с} нужно составить определитель Н;, заменив эле- 
менты (2:—1)-ой колонны через `/2"— 12”; вместо этого заменим в.опре- 
делителе Н соответствующие элементы через 2122?'-1. Полученный 
определитель Н:(х) представит многочлен (21 — 3)-ей степени отно- 
сительно д, который будет иметь простыми корнями 0, |1, +7, 


и остальные [ — 4 значения -{ 1», ..., Е 4-1, Е аа, -.., у: будет 
иметь двойными корнями. Таким образом, ь 
(21 — 2) 2(2° — 11)... (48 — 41}? 
В) ие Хх 
2 2% ны... 24 и 2 
2 
а Ани А 6-7? 
2 р 
Я == 
(21 — 4)! .. (1—2) (21 —5) \21-6 
Я 
== 271 (1 = 1) О т = п (51 ==. 7.) 5 
2 
а я ). Е о ( ея г) ( Г. = се 
Я 2 
2 (21—11)... (4 — 11) 
^,2 ^/2 4 з 
1) ин-т 
Следовательно, 
2 3\2 2 3)2 
Н, (2) 2(2? — 11)... (2 и) 
Не 
АР, (#) (1—1) 
Ру? (16) (2 — 11) (2 —1;) 
Откуда 
7: Та 
Н; "Н; (2) | & (11 —1*)2Р; (2) 42 0 
я=}-н = Р.? (1) (2 — 11) (2 — 1; Го 
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С. 


504} 


©. 
и 


ЕО 
1 
8—1 


сч 


5 
<. 
1). и 
а 
| 
в =) 
<. 
| 
-ч^ИС 
3 
1 
‚У 
@ 
1! 


9-15 °\4 


в аа ое 
С 55 
вь ове, 
еб $ 
. о 
> 


5. 


5—5 


(7—0) и 


:`9 


[© 


"АМА —ю= 


| 
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Следовательно, 


— В (14) — Р: 
Р;б (1:) 


«ло 


Н; 
(В * И — 0. 
После того как построена формула квадратур (49), соответству- 


ющая значениям 5, < \1, 25 = В, ...) 1 = 1 и приводящая к [ — 1 
2 
различным значениям у; мы можем, как было указано в начале 


доказательства, построить любую формулу (49), где х; удовлетво- 
ряют неравенствам в узком смысле, а затем, исходя из последней, 
построить также и формулы, где неравенства (33) и (34 Ъ13) соблю- 
дены в широком смысле (т. е. с возможностью знаков равенства). 
$ 7. Используем теперь доказанную теорему для формул 
квадратур, точных для многочленов (21 — 1)-ой степени 


+1 1-1 


от [ У) ид) + 4610) |) (57) 
4=1 


—1 


где целые числа А; > 0 и п связаны равенством 


Полагаем 


А А+ А ИР 
п (2,) =>", Е Е ЗИ еее ни 


достаточно, чтобы 


2 Я А 
ПП <) < < т (В,) <... < 
о 


п 


при условии, что 1?_! < 1::1. Следовательно, после того как я; 
дано, 2:1 можно определить ‘из равенства 
6, 


п (741) = п (21) | га 


где 0 = 6; <1. Но принимая во внимание, что все рассматриваемые 
здесь значения 21; < 0, из неравенства (22) заключаем, что 
0 
п (2,1) — т (2 


о, 


ил — 


Но п (0) =2— к (0) 2(0); поэтому 


п (1,1) — т (т; 1 
1 — 21-1 < (на Л (вв) < 


ИМЕН, Серия математич., № 4 й 
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Таким образом, применяя результаты $ 5, вследствие (48) тре- 
буемое построение будет возможно выполнить, если 


(1—5.2(0))>2/2@+ 1)? 


Но принимая во внимание формулы (28), имеем для 1 нечетного 


4... (1— 2 6 
мы ИИ ое: (125, (58) 
так как (р —°) <—— = 5, и при [1 = 5 неравенство (58) соблюдается; 


а для [ четного 


Ре Зи 6 =. 
2(0) = ет Ни | <т1-: @>%), (5855) 


(1) )(—2) 111—212 Не а- 
так как пут (1) = А и при [ =4 нера 


венство (58 Ъ13) соблюдается. 
Следовательно, для построения формулы (57) достаточно, 
чтобы 


п>2у2(1- 1) (1+4). (59) 


С другой стороны, как было показано в упомянутой статье, 
для того чтобы формула (57) была возможна, необходимо, чтобы 


+ 


пуб 


В действительности величина знаменателя может быть еще 
уменьшена; но для этого необходимо для каждого определенного 
значения [ заменить общие неравенства непосредственными вы- 
числениями. Таким образом, можно, например, убедиться, что 
для многочленов 13-ой степени (1 = 7) возможна формула 


+1 
а\\ 
|/юа= У, (4) — /(— 201 + #1 (0), 
4 1=1 
где 
И М 
Математический институт Поступило 


им. В. А. Стеклова. 29. У. 1937. 
Академия Наук СССР. 


ЗОВ ГЕ ЕОВМОГЕ$ РЕ ООАРВАТОВЕ 50: 


9 


\, ВЕКМУТЕМ. ЗОВ ТЕЗ ЕОВМОГЕ$ ОЕ ООАОВАТОВЕ А СОЕЕЕГ- 
СТЕМТВ РОЗТТТЕЗ 


ВЕЗОМЕ 


Ге ргёзепф тётолте сопИепф ипе 6л4е зузетайаие 4ез сопа1- 
Иопз песеззалгез её 4ез соп4Илотз заЙЧзатиез апачеез 4о1уепт 
за41зЁа1ге 1ез аЪзс1ззез 4’ипе {огиу]е 4е ачаага ге 


+1 


о = Ура) 1 =) (1) 
1=1 


—1 


аррсаЪ1е А 1013 1ез ро]упбшез ае 4еотё 2—1 рошг де 1ез 
сое слет р; зо1епф поп песаЁ. (Сез гёзаафз зопё епзиЦе 
аррИатёз а 1а Ааётопзтайоп 4ез (Вёогётез зллуапвз: 

А. Оше дие зо 1е поте М >2/2(1-- 1}, И езё роззёЫе 4е 
сопутилте 4ез рогтёез 4е диа4гаите (Т) (4 сое пслет4$ поп пева- 


11}5) 4отр 10ющез 1е; а65с13$е5 = $011 4 потфтез гапоппе 


ауат М сотте аепоплпщеит соттип. 

В. Оие дие зой 1е потбте М, > 2У 2(1+ 1) 1+4) И езё роз Ме 
4е сопзтиате 4ез рюгтщез (Г) 40т1 10и$ 1е$ сое}}слетл$ т 50т 
4ез потфгез роз] гапоппей: ауат [е тёте 4впоплтаеитг М,. 


Ап сопёгазге 4ез Гогил]ез (Г) зопф ипроззез ауес 


1. 
(1 И Е. 
®Иб 

Гез ргшс1раих г6301668 301% ехроз6з 4апз 4еих пофез 4ез Сотриез 
Вепдиз 4е 1’Аса@6ле 4ез Зслепсез: 14° баг 1ез !огш]ез 4е диаага- 
фоте А соеМ1слетёз поп пбоай{з её аЪзс1ззез вал195апбез; 2° Мо41- 
Псамопз ае 1а Тогте 4е аиагабаге 4е Тевефусвей, +. 20+, 
рр. 1294 её 1526. 


ой ауес М 


ме ыы 


о ЧН 


ро 


мЬ» | В 
1 в Е? в м у В , . к. 
Ё и { ЗМ я Ч | 
ое р ‚ МНЕ... 


т ря ии 
м 


ВА | 


‚и -6боз % КТ вы Не: аби м рн ИС р Вт, 
уе 58 к ий #44: п = 
а дир #1 эта. они" 


_ пр эт . от и —’^ 
и: аа № 18 я м — Е 
=) ел и о В. ы | . р 
ыы", . ‚ м эта“ 79 ты ну 8! а 55 ч с 4 " в 8 
| А ‚я в “,. “бе м 


в ре _ буь же № а т Е у 
Аа м ба МЕ Ь мет. $} но. = АЕ 9 ны 
ре ме Иа М, ы 
> й р ААА" АО 65| №] Ни г о рез. па в #6 ‚ аз ны 
Юр к Зъ Ты 1. 
п № Ни абико: бы АЕ = мамба ви ча че\ № 
ыы Их к я | Р еж к \ е \ | “ ы у . -& г 
ТА фам, а к (вы \. ини 
х : 4\ 446 ое Е! тат ое лр Зы. “ й\ и" ой А. 5х и ® т 
ЧИ. эр и" ых р х. А | ь = са 
у 4 2: Ме я ААтЬИИКА- А 3 В ыы (5 ео м ь и 8% 4 
. | и к — ГР РИ ЛЬ ЗАЗ "д р > Аи, + мм 14%% 
т ' { = . ‚ 
м р | й = 
ы де ИТД Аа. №5 р В. % м мочи уе 
оО и й . 
| | = ы ь РАФ 25 
1 к * 
г и и Гр . р т ее И | 
а ы ь Зе ы (4 7 948 5 7 5 3) у [ й 
р _ ы х 8 Е* г @ р 
У . ол м 5 
А. ями ве люд ув пльр АЗыНР РГ 
ОО Иа | я А ны р ‚ 
и | вю вы, МОТ ВА То фа 9 г 4 х $418 = 28 64 У ув р р 
И \ ре 55’ 90% р ое { ОК ге мс" Р #2 ПГ Ч Е ь 
ПА м № НИК ЗВ Уз мы ЧАТУ "ТРО НОА 434 ВО 
И а р : ы р ся 
р ` Е То НЕ УГ. _ Ца Г, 9 озой РТыГ 58 у НЗ. 
О . пр визе: * 
_ >. р № - >. Е 
| 
ы О 
р $ 
{ > 
. № 
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Отделение математических 
и естественных наук 


С1а5зе Ч4ез зс1епсез 
та{петайсдиез еф пафигеЙез 


И. М. ВИНОГРАДОВ 


РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ДРОБНЫХ ЧАСТЕЙ ЗНАЧЕНИЙ МНОГО- 
ЧЛЕНА ПРИ УСЛОВИИ, ЧТО АРГУМЕНТ ПРОБЕГАЕТ ПРОСТЫЕ 
ЧИСЛА АРИФМЕТИЧЕСКОЙ ПРОГРЕССИИ 


Статья посвящена изучению распределения дробных частей 
многочлена, когда аргумент пробегает простые числа некоторой 


арифметической прогрессии. 


В моей работе «Некоторые общие теоремы, относящиеся к тео- 
рии простых чисел» * дана общая теорема, характеризующая, при 
некоторых ограничениях, распределение дробных частей много- 


члена 


ар” -Ё -.. -Е бт, 


когда р пробегает простые числа. 
В настоящей работе дается. обобщение этого результата 


на случай, когда р пробегает простые числа некоторой арифмети- 
ческой прогрессии. 

Леммы, которыми я пользуюсь в настоящей работе, те же 
самые, что и в работе, указанной выше. Поэтому эти леммы 
я привожу без доказательств, лишь несущественно изменив их 


формулировки: 
Обозначения. 0 вещественное; |0|=1. При вещественном 


3 полагаем 
{8} =2— [2]; (2) = шш( {=} ] о 


, 1 
п целое постоянное > 1; у = => 


с, с, .... №, Ва, ... Положительные постоянные. 


При В > 0 обозначения 
А.В: ВРА.. А=о{В) 


показывают, что |А\! не превосходит произведения В на неко- 


торое постоянное. 


* Труды Тбилисского математического института, т. ПТ, 1937. 
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№ целое > си, где с, достаточно велико; 
п, х „а —. 
ДГ== М, Ш 108%; ТЕЛЬ. 
а 9 — : 
ат, Е 


г целое; 0 <г= и; (ис: ОГ 
р пробегает простые числа. 
ЛЕММА 1. Пусть Ё и [ целые; 


й, ри №. 
Озё=ь а № =-^; 
1(2) = оф - Вх" + ... + Вы; Вь,..., В» вещественные; 


м, 
о те Кх). 
х=1 


зт—3 
й: = 2 ) 


Тогда. при любом 


имеем 


—7# +1 


я йа +1 
5« Мм ; АА" + Ар 


тата (М, в”) з 
ЛЕММА 2. Пусть К и [1 целые; 
—_ № 


обе би МЕ: Ем М. 


1 (х) = ата” -- В," |... + Вы; В, ..., Ви вещественные; 


я № \ ет Кат), 
а 


где 4 пробегает числа некоторой последовательности (4) с усло- 
вием 


О А ОЙ аи 20 


и т, при каждом данном 4, пробегает числа некоторой последо- 
вательности (т) с условием 
№’ М, 
< <т=-. 
а <= 4 
Гогда, при любом 
Йо = РВ. 
имеем 


„т я Е 
5<Мм А я кв и п, Кв 
й Ра ВЫ 
па (5 о ) 
ТЕОРЕМА 1. Пусть Ё целое; 0 < = ва о =. 
@., ..., би вещественные; 


— \ ли) 
5 же 5). 


р<М 
р=тх+$ 
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Тогда при любом положительном постоянном № и при условии 
в > (2п + 1) тах[2”" (2% + 215 - 4) + 2.1; 2+1] 


имеем 
Мог!" 


Доказательство. 41° Пусть Н обозначает произведение всех 
простых чисел <= ИМ, (4) обозначает последовательность делителей 
числа Н; (45) часть этой последовательности, содержащую числа 
с четным числом простых делителей; (4,) часть той же последова- 
тельности, содержащую числа с нечетным числом простых делите- 
лей; (4’) часть (4), содержащую числа, наибольший простой дели- 
тель ‘которых > ы”’; (4’’) часть (4), содержащую числа, наибольший 
простой делитель которых = ц"”. Соответственно подразделению (4) 
на (4’) и (4’’) вводим также обозначения: 

(4); (4); (4); (41). 
2° Применяя известную формулу, находим 


в № ы (4) 5а; ба= № е?тё® }(@т) , 


а< № 


где 5’’’ есть сумма, содержащая все слагаемые суммы 5 с усло- 
вием р> И № и, если среди чисел прогрессии гх-- $ имеется 1, 


также 
езта® ] (1. 


А так как число простых чисел =УИ№ будет =у №, то имеем 


5= Ува 5 +0(/№)- (1) 


а<м№ 
3° Сначала мы оценим лишь сумму 
5 = Хи (4) 55 &Е1". 
а<4ь 
Пусть т, обозначает число с условием 
ть = $ (то г); О = т, < г. 
Тогда ба можно представить в форме 


5а = Хз лать чу, 
1 


где при некоторых В;,..., В» 


На (ть + гё)] = ват -- В... В», 
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причем # пробегает все целые числа с условием 


о 
—^ — 0 


Р 


Сумма ба изменится на величину «1, если мы эти границы для # 


заменим такими: 
№ 


О, 


Поэтому, применяя лемму 1, найдем 


—Т+1 


ба АТ, А тн ром вто в > 2 
и потому 
50 © в 15а | «М, ть Е п АН 5 
0 
а<а. 


4° Теперь оценим сумму 


= УХ &@ 54. 


4 <а<\, 
Эту сумму мы представим в форме 
<“ <! 
а По оуево (3) 
(4) (а) 


где суммирование распространяется лишь на значения 4 в пре- 


делах 
4 < 4—<М№.. 


Достаточно оценить лишь Го, так как ТГ, оценивается совершенно 
аналогичным способом. 


5° Сначала оценим часть Го суммы Го, отвечающую условиям 


4 34:54; 4=Ми-"; ий. 
Интервал 
4 < 4 = Ч 


можно подразделить на «ц интервалов вида 
Ве, = ао Я. 


И мы оценим часть О суммы То, отвечающую одному такому ин- 
тервалу. Имеем 


о — \ Ули 
я: Ам ; 


где 4 пробегает числа последовательности *(4,) с условием 


хара аа: 
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В дальнейшем мы будем считать число { настолько большим, 
чтобы для соответствующего значения г выполнялось неравенство 


Если г удовлетворяет неравенству (4,60) и если ]=г или = 
=г— 1, то на основании (4, 61) и (4,57) С СУ, а в таком слу- 
чае, сопоставляя (4, 58), (4,50), (4, 59) и (4, 55), будем иметь: 


ы; Вл 
би. р [9щь | -- =; (2). > 14 | - (4, 62) 
Ау В=ру +1 


Принимая во внимание определение чисел ^); [равенство (1,4)], 
условие 2” (определение методов Т”) и первое неравенство (4, 4), 
мы можем написать: 

в5(т) = Сл (у — м) + М - =; (2) < 
= Ги (ищу — в) Е М.Е; (2), (4,65) 
где. М есть постоянное положительное число, которое входит 
в условие 2”. Далее, из равенств (4,6), (4,11), из неравенства 
(4, 60) и из первого неравенства (4, 9) мы получим: 


Ир бо Ь < риь Г. 
откуда на основании (4,63) и второго неравенства (4, 8): 
вн(=) <= + Ме (2) =" или ="). (4,65) 


и (4, 50): 


Шу 
ое) < 14 У |. (4, 66) 
ВВ 
Из неравенства (4, 60) получаем: 
Е (4, 67) 
и, следовательно, на основании и 66), (4,9) и (4, 10): 
(1) << —. (>!). (4, 68) 


Рассмотрим еще случай, когда И т—1. Принимая во внима- 
ние (1,4), (4,6) и (4, 60), будем иметь: 


[аз |= Та, (КЕЕТ, 2, 53. Е 

а в таком о из неравенства (4, 58) получаем: 

04 (2) = 1, | > |2, (2) — $ (2) |+ 121;(#) — $(2) (в-+1 — № | (4, 69) 
=ру+1 
(=. А. ) 


На основании (4,57) из равенства (4, 61) следует, что ХС С, 
Так как все значения [, входящие в правую часть неравенства 
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(4, 69), удовлетворяют неравенству (4, 59), то, сопоставляя (4, 69) 
и (4, 50), будем иметь: 
94} (т) <= 1 Л (а — м) (<7—\. (4, 70) 
Во всех наших рассуждениях мы предполагаем, что х есть 
любая точка’ множества (ЕЁ, С). Из равенства (4, 54) и неравен- 
ства (4, 68) следует, что ряд (4,53) сходится в рассматриваемой 
точке х для всех значений #, для которых соответствующее зна- 
чение г удовлетворяет неравенству (4, 61). Иначе говоря, ряд 
(4, 53) сходится в рассматриваемой точке х для всех доета- 
точно больших значений 1. Обозначая через Т:(х) сумму этого 
ряда, мы будем иметь: 


т—2 со 
Т; (2). = Ус (2) Е выт-а (2) + с» (2) р оз; (7). (4,71) 
9=1 ЛЕТ 
Докажем, что 
Па 7; (2) = 0. (4, 72) 


1> со 


Принимая во внимание неравенство (4, 70) и равенство |4. = 0, 
будем иметь: 


т—2 т—2 
% ’ ^ , 
Хо (2) < 1, 1, У (ша) =. (4, 73) 
1=1 Е 
Из определения числа г следует, что 
р ©. (4, 74) 
1 со 


а в таком случае из неравенства сх; (2) =0 и второго неравенства 
(4,8) следует, что 


Пт № 9% (2) = 0. (4, 75) 


Из неравенства (4, 65) получаем: 
6+, "—1(2) < _ + М. =, 1 (2), 
ды (2) < =+М- в (а), 
откуда на основании (4, 56) и (4, 74): 


Пт 04,›-1(2) =0, Им ов (1) = 0. (4, 76) 


> со 


Кроме того, из неравенства (4, 68) будем иметь: 


< 1 
< 
№ 64 (2) < 5; 
=т--1 
и, следовательно, 


Па И 61 (2) =. (4, 77) 
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Сопоставляя (4,71), (4,75), (4, 76) и (4,77), получаем равен- 
ство (4, 72). 

Таким образом мы доказали, что в любой точке х, принадле- 
жащей множеству (Ё, С), ряд (4,53) сходится для всех доста- 
точно больших значений # и имеет сумму, которая стремится 
к нулю, когда 1- со. Как мы уже видели, отсюда следует, что 
ряд (4, 27) суммируется методом То в рассматриваемых точках х 
и имеет сумму, равную (2). Принимая во внимание (4, 51), мы 
отсюда заключаем, что ряд (4,27) суммируется данным методом 
То почти всюду на интервале (а, 65). Мы уже видели, что ряд 
(4, 28) обладает тем же свойством. Следовательно, на основании 
(4, 26) ряд (1,10) суммируется данным методом То почти всюду 
на (а, 6). Теорема Т доказана. 


Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
Академия Наук СССР. 20. 1. 1937. 
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О. МЕМСНОЕЕ. ЗОВ Гл $0ММАТТОМ РЕЗ $ЕВТЕ$ ОЕ ЕОМСТТО МУ 
ОВТНОбОМАГЕ$ РАВ РЕЗ МЕТНОРЕ$ МЕАТВЕ$ 


ВЕЗОМЕ 


Ге Риф 4е сеёф оцугасе езф 4е аётопфтгег ип {№богёше зит Та зот- 
таоп Чез з6ез 4е !Топемопз ог осопа]ез раг 4ез аббо4ез Шпб- 
а1гез. Варре!отз $006 Ч’аЪога 1а Аа6Йп! оп 4е сез пб одез. Ефап& 
4оппёез ипе з6е 1 ме дае]сопаче 


> т. (1) 
Пй=1 


еф ипе шай1ее ше 
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411, 412, 413, › @в, -.. 
| 421, @22, 423, › @э, (2) 
| : 
@л, 2, @з3, › к, 
сопз1А6гойз$ 1а з6ме 
со 
Уча, $ (3) 
Е=1 
к 
00$ == м и, .Оп 41% дие а з6ме (1) езф зоттае раг 1а ше Во4е 
П=1 


Плобате а(йше а Га1ае 4е 1а тафтасе (2), з1 а з6те (3) сопуегое ропг 
фощцез ]ез уа!еигз 4е + зиН1заттепф стап4ез еф роззё4е ппе зот- 
те 41 феп@ уетз ипе ПшИе Пме, еп а6фегтатсе 1отзаие #- со. 
Га уаелг 4е себе ИшЦе езф, раг ай от, 1а зошше обибгаЙз6е 
Че а зёме (1). 

Оп 41 аи’ипе шЕео4е Ппбаше ез$ гбои]16тге, 31 1е5 6]6тлеп{$ 
е 1а шайлсе (2) убтаПетф 1ез соп@Илотз эллуапфез: 


со 
Ро ь 
1°. Га зете Хак сопуегое аЪзоПитетф роиг %04ез 1ез уа|еигз 


®=1 
Че ге | 
Им > Е — 
1 со В=1 
2 » |ак |< М 
В=1 
ой М пе Аёрепа раз 4е 5. 
37 р 0" Е 


501% 1; 1е тахилиш 4е 4003 1ез потБгез |а»| рочг пе уетг 
Ихе 4е т, 
== вах аль | (4) 
1<А<-+> 
М№ из а6впегопз раг Т’фоще шёо4е Ипбаше рог 1адчеПе 
1ез 61 пепёз ам 4е 1а тайчее (2) убтИепф ]ез сопайлопз 41°, 2° е 
211331 1а сопа\лой 
до Пт \ = 
ы > © 
П е56 ст дае 1още шёо4е Т’ езё ипе шёбТо4е гёрчИеге, 
па1з а ргороз\Йоп тгбелргодае п’езф раз угае. О’а\еагз ИП е5% 


* Га 46 оп 465 шбео4ез гбраНёгез езё аще А М. Тоерие (1). 
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{ас1]е 4е уойт аче 1ез тшёоез 4е Сезаго Ае 400% огаге розиЁ зоп{ 
Ч4ез шбёо4ез 7’ (?). 
5016 
19) } = { 9. (4), 9 (2), .-., Фи), ...} (5) 
ип зузете погиб 4е Гопс оп ог Вобопа]ез заг ип ицегуаПе (а, ь), 
<’е5$-&-Ч@а1тге 


Бе 
ода 9 ЗЕ 
а 
Зшуап$ М. М. $. Каситаги её Н. 5%ештаиз, поиз 961епегопз ип 
$21 зузфеше раг ОХ. Оп рей Азтлогитег ]е Вбогёше зи1уап6: 
ТНЕОВЁМЕ 1. ЁЕапё 40ппё5$ ип зу516те ОМ атфигалте (5) ей 
ипе тёйойе диесопдие Т’, оп реиф 1оироитз ересйиег аапз се зу3- 
1ёте ип стапзететё ае Готате 4ез юпсйопз 4е 1е фасоп дише роиг 
1е поиоеаш зуяёте {9„(т)} атзё оБепи, 1а звче 


со 

> __ 
50й зотта Ме ра а тепо4е Т’ сопз14тёе ртездие ратгоиё 4апз (а,6), 
ой с (п=1, 2, 3, ...) 014 4ез сопздатез аззиренез а ипе зеще соп@ оп 


оо 
Уа< +. (6) 
Й=1 
Рапз фа автопятаиоп 4е се 16отете И фдащ зе зегог ф’ип 
етте её а’ип вотёте 4опт1 1е$ 6попсёз зотё 1ез зилюат. 
ГЕММЕ *. Е1ат 40ппё ип зузвте ОМ атфиголте (5), оп реш 
Айегталтег ипе зийе стозззате ае потфтез епиетз её рози] ть 
2 16 Че 
т 
био х сп © (5) 
1—2 п=1 
ехазфе её роззё4е ипе ощеиг Ппле ртездие рабоиф 4атз (а, 6), ой 
с, (п=1, 2, 3, ...) зом 4ез сопзбатез аззирелез @ ипе зеще 
соп4илоп, (6) **. 
ТНЕОВЁМЕ П. Сладие зузвте ОМ трпз сопцепт ипе рагие 
тртле ди, ез1 ип зузете 4е сопоетвепсе. 


* Реп4апф Ффиае сеф оцугасе зе фгоцуа!й 50$ ргеззе, ]’а1 аррт!з дие се 1ет- 
те ауай 646 ав]А а6тогиг6 раг М. Магсичемися (7). №е Чвогете Ш е5 
ипе сопз6диепсе пашёае 4е се 1етте. 

*ж* Моиз @топз ди’ап зуз4те ОМ аие]сопаце { 9» (=)} ез& ип зуз&ё те 
4е сопуегеетсе, 1огзаме 1а соп41оп (6) егита!ае ф0щ]оигз 1а сопуегбепсе 
ае ]1а зб те 


со 
У, си фи (2) 
й=1 
ргезаае рагойф Чапз (а, 6). 
Та а6йп! оп Ааа зуз@те @4е сопуетрепсе, аз дие 1а абтопз4таИоп ди 
(Вботёте Ш зе $гомуеп& апзз1 4апз Роцугаве с166 раз Ва (?). 
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С1аззе Чез зс1епсез “Отделение математических 
та{Ветадиез е{ па$игеЦез и естественных наук' 


П. С. НОВИКОВ 


0 ВЗАИМООТНОШЕНИИ ВТОРОГО КЛАССА ПРОЕК- 
ТИВНЫХ МНОЖЕСТВ И ПРОЕКЦИЙ УНИФОРМНЫХ 
АНАЛИТИЧЕСКИХ ДОПОЛНЕНИЙ * 


Работа посвящена выяснению условий, при которых А»-мно- 
жество является А,-множеством. 

Установлено, что проекция на ось ОХ всякого СА-множества, 
не имеющего совершенного ядра ни на одной прямой х=сопз%, 
есть всегда А.-множество. Кроме того, установлено, что всякое 
А»-множество есть проекция СА-множества, пересекающегося пря- 
мыми х=6с0136 по В-множествам. 

Установлена связь рассматриваемой проблемы с проблемой 
мощности СА-множеств, а именно: если существует А,-множество, 
не являющееся А;-множеством, то всякое несчетное СА-множе- 
ство имеет совершенное ядро. - 

Для проблемы мощности СА-множеств получена следующая 
редукция: Если у всякого несчетного СА-множества всегда су- 
ществует конституанта, имеющая не менее двух точек, то суще- 
ствует и совершенное ядро. 

В моей предыдущей работе ({) я рассмотрел класс множеств, 
являющихся проекциями униформных аналитических дополнений. 
В частности, мною было установлено, что этот класс совпадает 
с классом проекций конечноформных аналитических дополнений. 
После этого естественно возникает вопрос о том, что представ- 
ляет собою класс проекций счетноформных аналитических допол- 
нений? Методы предыдущей работы не позволяют выяснить, с0- 
впадает ли этот класс множеств с классом проекций униформных 
аналитических дополнений. В настоящей работе я доказываю это, 
причем применяемый здесь метод дает возможность доказать сле- 
дующее: проекция на ось ОХ любого плоского аналитического до- 
полнения, пересекающегося с каждой прямой, параллельной оси 
ОУ, по множеству, не содержащему совершенного ядра, является 
в то же время проекцией однозначного аналитического дополнения. 

Далее установлено, что вопрос о соотношении класса проекций 


униформных аналитических дополнений и второго класса проек- 


* Доложено на заседании Группы математики Академии Наук СССР 
22 декабря 1936 г. 
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тивных множеств связан с проблемой мощности аналитических 

дополнений, именно: из гипотезы, что существует проективное 

множество второго класса, не являющееся проекцией никакого 
униформного аналитического дополнения, вытекает, что каждое 
несчетное аналитическое дополнение имеет мощность континуума. 

Множества, являющиеся проекциями униформных аналитических 

у | дополнений, мы будем назы- 
вать ради краткости А5-мно- 
жествами. 

а В дальнейшем мы неод- 
нократно будем опираться 
на следующую лемму: 

ЕОЖЕ ЛЕММА 1. Пусть С есть 

й 


элементарное решето, а. (х)— 
/р2 индекс * этого решета в точ- 
я 
р ке х. Всегда существует ре- 
1 а 
7 > \ето С, индексе которого 


равен ®“®. 
не Доказательство. Рас- 

смотрим решето С. Пусть 
71, Гэ, ..., и»... будут интервалы этого решета. Мы можем предполо- 
жить, что к каждому из этих интервалов примыкает сверху прямо- 
угольник, не содержащий никаких других интервалов этого решета. 
Подобное решето мы будем называть изолированным. Прямоуголь- 
ник, примыкающий к интервалу г», обозначим через Р,. Обозна- 
чим через С„ часть решета С, находящуюся под интервалом т». 
Проведем внутри каждого прямоугольника Р, счетное число от- 
резков прямых, параллельных и равных г», стремящихся к верх- 
ней стороне этого прямоугольника. Пусть это будет последова- 
тельность ТГл1, Гла, ... ‚ Гл, ... (причем Ги: есть ги). 

Совокупность всех интервалов „к есть изолированное решето; 

обозначим его С", 


Обозначим через Р,„ прямоугольник, примыкающий сверху 
к интервалу т»к и не содержащий других интервалов решета С\. 
Преобразуем часть плоскости, лежащую под элементом г», в пря- 
моугольник Р»к таким образом, чтобы абсциссы точек при этом 
не менялись, а ординаты изменились с сохранением взаимного 
порядка. Обозначим это преобразование ** И»„». Совокупность всех 
образов интервалов гу, которые получатся от всевозможных пре- 
образований И„,„, присоединим к решету С\; мы получим новое 
изолированное решето С?. Применяя описанный процесс к ре- 


* Индекс решета в точках А-множества мы считаем равным ®. 
** Преобразование И„» имеет вид: 2; =х, у, = $(ч). 
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шету С?, мы получим решето С®. Вообще, применяя этот процесс 
к решету С”, получим решето С”+1. 
Введем следующие обозначения: 


Е бе 


Пусть В., В, В. суть части решет С, С*, С, расположенные 
на прямой х = а. 

Обозначим через баь, в, 5.ь части множеств МО В; ми. 
для которых ух. 

Мы покажем, что решето С удовлетворяет требованию леммы. 
Итак, нам надо показать, что индекс решета С в точке х есть 
0", если индекс решета С в той же точке есть а&. Доказательство 
будем вести методом трансфинитной индукции. 

Рассмотрим точки оси ОХ, для которых индекс решета С’ есть 1. 
Пусть а есть такая точка. Тогда множество Ва, очевидно, имеет 
тип ®. Множества В&, В3,... будут совпадать с В& так как под 
единственной точкой множества В. никаких прямоугольников 
Р,к нет, и, следовательно, новые интервалы, которые получаются 
в решетах С?, С3,... только посредством преобразований Инь, не 
будут пересекать прямую х = а. 

Итак, для & =1 высказываемое утверждение верно, каково бы 
ни было изолированное решето С. 

Допустим, что а есть любое число первого или второго класса 
и что для всех меньших чисел и любого решета С высказываемое 
утверждение верно. Рассмотрим точку а, для которой В. имеет 
тип д. 

Г случай: а есть число второго рода. Тогда В. не содержит 
своей верхней грани, но содержит последовательность точек (а, 61), 
(а, 6.),..., (а, 6»), ..., где В; < 6:41, стремящихся к его верхней гра- 
ни. Пусть Ги, › Ги, › .-.›Гпр --. — Интервалы решета С, проходящие 
соответственно через точки (а, 6:), (а, 65), ..., (а, 6,), ... 

Рассмотрим решета С»,, С», о О-о, Я Сь) КДе Са) 6ОТЬ ЧАС 
решета С, расположенная под интервалом т, а С», часть ре- 
шета С, расположенная под интервалом т»,. 

Нетрудно видеть, что С„, получается из С»; точно таким же 
процессом, как решето С из решета С. С другой стороны, мно- 
жество 5.5; имеет тип 8;, меньший 9; тогда, согласно сделанному 
предположению, 5оь; имеет тип 5”. Но Им 8; = & и, следовательно, 
Пт 08: = ©”, т. е.. тип В. есть 6^. 

П случай: а есть число первого рода. Тогда В. имеет са- 
мую верхнюю точку, пусть это будет 9(а,6). Пусть интервал 
решета С, проходящий через точку 9, будет га. Тогда, как 


7 


ИМЕН, Серия математич., № 
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и в предыдущем случае,. тип множества баь, согласно предполо- 
жению, будет равен ©”, так как тип &5.ь есть о — 1. Рассмотрим 
прямоугольники Ро1,Ра»,....Рез,... Обозначим через ра: интервал, 
являющийся пересечением прямоугольника Ро: и прямой х—а. 
Часть множества В., расположенная в интервале ра;, есть ото- 
бражение 5.ь посредством преобразования П:, так как, во-первых, 
каждая точка множества 6.ь принадлежит некоторому В. и, сле- 
довательно, В"*" будет содержать ее отображение в ра:; во-вторых, 
интервал ра; содержит только точки множества Ва, которые являются 
отображениями точек 5.ь при преобразовании Оз:. Кроме точек, 
являющихся отображениями точек множества $.ь на интервалах 
Ра» нижних концов интервалов ра; и самого множества ав, на пря- 
мой х —=а больше точек решета С не имеется, так как $ есть самая 
верхняя точка решета С на этой прямой, и над ней никаких дру- 
гих прямоугольников вида Р»ь, кроме указанных выше Ра, нет. 

Но тогда множество Ва состоит из множества 5ь и из счет- 
ного числа ему подобных, расположенных в интервалах ра:, иначе 
говоря, тип В. есть ©*-1.® = @*. 
м ВЕ 

Для дальнейшего нам необходимо сделать два замечания отно- 
сительно некоторых свойств трансфинитных чисел и решет. 

1. Легко видеть, что трансфинитные числа типа ©” обладают тем 
свойством, что если 


а: -- В, = а»-- В», 
то 
8, = Вэ. 

Нетрудно также видеть, что трансфиниты рассматриваемого вида 
обладают еще таким свойством: если о, Раз -... | а = В, В 
+... +8 и, кроме того, @а>9.>... >00, то 9. = В, аа = 
бла Вы: 

Отсюда вытекает, что для любых трансфинитов 6“ мы будем 
иметь: если 


1 * ба... * бл -- ба. ба- ..- ° била --... Е бу = В > Ва... * Ви > 
я В. В а Ва—1 О Ви 
то В1- 8 .... - 8 = 1 бо-...-0: для всякого числа $ от 4 до п. 
Отсюда вытекает, что 9; = Ви, ба = В,, ..., аи = Ви. 
Говоря иначе, выражение 


01 * бо °... * бы -- 1 * бо... * била... Е ба, 


где все о„ суть числа типа 0“, вполне определяет числа 44, &›, ..., бт. 

2. Пусть мы имеем п аналитических дополнений Е, Е», ..., Е», 
причем Ё; определяется решетом С;. Индексы этих решет мы будем 
предполагать в дальнейшем числами вида 0“, что возможно на 
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основании леммы 1. Ясно, что пересечение Ё,.Е,....-Е„ ана- 
литических дополнений, заданных решетами С, С., ..., С», может 
быть определено решетом, состоящим из суммы решет С1, С, ..., С», 
расположенных одно над другим, и таких, что С; подобно С;. 
Обозначим эту сумму решет Су. Трансфинитный индекс решета С* 
в каждой точке аналитического дополнения ЕЁ, Е. .... - Е„ будет 
равен сумме индексов решет Ст, С5,...,С», или, что то же, решет 
Ст, Сь, ...,С,, причем суммирование ведется в том порядке, в ка- 
ком решета С» расположены одно над другим. Покажем теперь, 
что множество Е; .Ё».....Ё», можно определить решетом С** таким, 
что индекс решета С„”, в каждой точке множества Е, .Е.-.... Е», 
равен произведению индексов решет С, С», ..., Си. 

Рассмотрим счетную совокупность прямоугольников (1, [., ..., 
и, ... 60 сторонами, параллельными осям координат, не имеющих 
попарно общих точек и таких, что верхние стороны этих прямо- 
угольников (так же, как нижние) образуют решето, подобное С». 
Такое множество прямоугольников, очевидно, существует. В каж- 
дом из прямоугольников [; расположим совокупность прямоуголь- 
ников [:1, [:2, ...,[т, .... Подобную части решета С„_:, расположен- 
ной в полосе, ограниченной прямыми, составляющими продолже- 
ния сторон прямоугольника [:, параллельных оси ОУ. Таким же 
образом мы определим совокупности прямоугольников 


{инь } › 9 | нь, В . 


В каждый прямоугольник /:,.., мы впишем решето, подоб- 
ное части решета С:, расположенной в полосе, ограниченной про- 
должениями сторон прямоугольника ([:,;,..„_,, параллельных оси 
ОУ. Это решето состоит из счетного числа отрезков, которые мы 
будем обозначать: 


И О оРЕИР И бб ие 506 
Совокупность отрезков #;:, ...ш образует решето. Очевидно, что, 
во-первых, это решето определяет ЕЁ, . Е» .....Еи и, во-вторых, индекс 
этого решета в точке 25 равен произведению индексов решет С\, 
С., ..., С,. Сопоставляя это с тем, что сказано раньше относительно 


суммирования решет, мы можем утверждать, что для решет Су, 
С., ... ‚, Си существует решето С„, определяющее Е\ - Е»... Е и та- 
кое, что индекс решета С» в точке ту есть 


в (20) - 62 (Хо) - -.. - бт (20) + би (50) + @з (50) +... * би-1(о) Е... + ба (то), 


где в. (ло)— индекс решета С: в точке 1%. 
Пусть Е, разбивается при помощи решета С: на конституанты 


{Еиз}, Е›—на конституанты {Е} ит. д., Е» разбивается ре- 


шетом С„ на конституанты {Ешз} : 
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Покажем, что множество Е. -Е,-... Ев разбивается решетом 
С„ на конституанты, совокупность которых представляет собою 
совокупность всех множеств вида 


в ми. 


Решета б., С.,....С, мы можем считать попарно без равных 
индексов. 

Рассмотрим какую-нибудь конституанту множества Е; - Е.....-Е». 
Ее индекс есть число вида 


В, - З-.-- > За в: - Зы: -.-* Виа +. В. (*) 


Выражение (») вполне определяет числа 31, 9», ..., ». Отсюда 
следует, что каждая точка рассматриваемой конституанты входит в 


И В 


Обратное положение очевидно. Итак, каждая конституанта мно- 


жества Ё, -Е›-....Ё„ есть пересечение конституант множеств Ву, 
Вос: 
Рассмотрим теперь любое пересечение конституант 
Елв, - Еэз, +... > Епза- 


Каждой точке этого пересечения отвечает индекс решета С»: 
8 в в.9 С ; 
В о В. 
Следовательно, каждая точка множества 
° Езз, зв, ›---` Рав 


принадлежит конституанте множества ЕЁ, -Ё.,-.... Е, © индексом 


В, . в. ты В» те 8. В. рвы Виа рая В. 
А 

ЛЕММА П. Пусть дано некоторое аналитическое дополнение 
Е, разбитое на конституанты Ез, и некоторое совершенное мно- 
окество Р, пересекающееся с каждой конституантой индекса, 
не превышающего &, не более как по счетному множеству и имеющее 
точки на Е.„. Тогда существует счетное число аналитических д0- 
полнений ©л, бл» ---, ©» ---) принадлежащих множеству Е, разбитых 
определенным образом на конституанты 6з и таких, что по 
крайней мере одна из конституант фз пересекается с Р по 
одной и только одной точке, которая в то же время прина- 
длежит Ех. 


Ни множества 6:, ни их конституанты @лз не зависят ни 
от выбора совершенного множества Р, ни от числа а. 
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Доказательство. Пусть Е— некоторое аналитическое до- 
полнение, С—решето, его определяющее, и Р—совершенное мно- 
жество, содержащее точки некоторой конституанты Ё, и пересе- 
кающееся с множеством Ё, - Ё, +... - Е. не более, как по счет- 
ному множеству точек. Мы можем предположить, что индексы 
решета С имеют вид ®”. Пусть 


оО аВОС (1) 
совокупность интервалов решета С; 


бл (2) 


совокупность интервалов с рациональными концами, содержа- 
щихся в интервалах решета С. Обозначим через С, часть решета 
С, расположенную под 2„, а через С» решето, определяющее то же 
С А-множество, что и С„, и имеющее в точке х трансфинитный 
индекс ©, если С» в этой точке имеет индекс У 

Е» есть аналитическое дополнение, определяемое решетом С» 
на интервале П, (2) *; Е, и Е»; суть конституанты Е», опреде- 
ляемые решетами С, и С». 

Мы имеем: 


Ел == И - 
Рассмотрим всевозможные множества вида: 
р. 78 и Р. Я * Ет, в, * Ет,з, ме. Етьв 
где п1, 1, ....П„— произвольные целые числа, а 31, 3», ..., и — числа 


первого и второго классов. Покажем, что по крайней мере одно 
из этих множеств с1атзетб6. Предположим противное. Тогда Р.Е. 
не есть с]а1тзет6, и мы можем найти два интервала ПД и [, без 
общих точек, содержащих точки Р.Е.. Пусть ги, и г,„,— интервалы 
последовательности (1) с наименьшими индексами, проекции кото- 
рых на ось ОХ содержат соответственно точки множеств П.Р.Е, 
и 15. Р.Е,. Тогда мы можем найти два интервала вт, и б9т,, со- 
держащиеся соответственно в ти, и т, и такие, что П.(2т,) СИ, 
Ну (2т,) С 15, Пух (2т,) содержит точки множества 1 -Р. Е&, а П; (2т,) 
содержит точки множества [5- Р.Е и ПП. (9т,) Их (2т,) = 0. 

Среди множеств [.Р.Е-Ешв, и 6-Р-Е.-Ет,в, найдутся, 
очевидно, не пустые. Пусть 1 -Р-Е..Етшз, не пустое множество 
с наименьшим индексом 8, и [..Р.Е,-Ет,з, не пустое множество 
с наименьшим индексом 35. Оба эти множества будут в силу гипо- 
тезы не с|а1тзете. Тогда мы можем выбрать четыре интервала 
попарно без общих точек: 


11, 12, т, 155 


ХоО* П. (А) есть проекция А на ось ОХ. 
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так, что 
и СИ) а щи 155 С Пх (2т,) 


и, кроме того, 1, и [1› содержат точки множества Р’. Е» Ет,в,, 
а [1 и [5. содержат точки множества Р. Ех. Ет,в,. 

Далее мы возьмем четыре интервала Ги, Га, Гл, Гиз Последо- 
вательности (1), отличные от Ги, И Г»,, © наименьшими индексами, 
из тех, проекции которых содержат соответственно точки мно- 
жеств: 


1: -Р- Ел. Ет,б,› -.., ».Р.Е.. Ет,в. - 
Из этих интервалов выделим интервалы б,, Эт.) бть, бт, такие, что 


1: >П, (2т,), (12 2 Пх (т.), 11 2 Их (2т,), 2 2 Их (ть) 


и, кроме того, П. (6ш,) содержит точки множества [1, - Р. Ех: Еж, в, 
ит. д. 
Далее очевидно, что среди множеств 


п: -Р.Е‹. Ет,в, у Ет;з, 


найдутся не пустые. Возьмем из них то, у которого индекс 3, 
наименьший. Таким же образом определяем множества: 


1 ь в ‹ Е. р Ет,в, 2 Ет.в. мы 155 ы р ` Е ^ Ет,в, ` Етз Вв* 
Подобным же образом мы можем определить интервалы 
1, (12, орет 15 
и соответствующие множества: 
ИИ .Р. Ел г Ет,в, ь Ет.в. ь Ет:в, ОХ 1555 ира Е. к Ет,в, ь Етьзо $ Ета: а 
Рассмотрим множество 
[е.®) 
и 
№ а. 
р АЕ 


Ясно по построению, что Н содержится в Р, кроме того, Н есть 
совершенное множество. Покажем *, что Н содержится в 
Е + Е +... + Е. 


Рассмотрим любую точку множества Н, например 


й = Ц, + *.. бьдь те 


| 
Пусть В’ есть прямая, перпендикулярная оси ОХ и прохо- 
дящая через точку 1; интервалам ([;,, (;.1,,... согласно построению 


^ См. лит. (2). 
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соответствуют интервалы решета Тр,, Ть,, 
Е 

Покажем, что прямая В" пересекает решето С только по этим 
интервалам. 

В самом деле, пусть 7: пересекается еще с некоторым интер- 
валом Та, не принадлежащим системе интервалов г»,; тогда суще- 
ствует такое целое число $, что рр << ри+1. Но гр, есть интер- 
вал с наименьшим индексом, отличный от интервалов Тр, › Гр,, :.-уГь, 
и такой, что его проекция покрывает точки множества 


1.1. Е р ь Е с Е, Е Ел, ь Еду 


...)Грь .... Причем р « 


Точка й является, очевидно, предельной к этому множеству, 
так как оно имеет точки во всех последующих интервалах 
1, ..иыз::: Следовательно, проекция интервала р. тоже покры- 
вает точки данного множества. Отсюда 4 = риа. 

Покажем теперь, что В.С есть множество вполне упорядо- 
ченное, имеющее тип, не превышающий &. Пусть ар,, ар,, .-., ар»... 
ординаты точек В".С, причем а’, есть ордината точки В ‘Гр. 
Точке а», поставим в соответствие порядковый тип ‘и. Пусть 


Ч, > ар. Возьмем некоторую точку с ординатой ар, так, что 
1 2 


и 


Ра > Рь,,Рь.. Тогда, если точка х, принадлежит множеству 


1.4, ..3а` РЕ Еду, ^ Ру, *---В 


Чата? 


то прямая т =. пересекает решета С, и С по вполне упо- 
1 2 


рядоченным множествам типа “в, и \».. Но так как В“® `б, 5 
” 2 
ра: бан ТО Чу У Это значит, что последовательность орди- 


= 


нат а’, отражается подобно на совокупность порядковых чисел. 
Г. 
Следовательно, А“.С есть множество вполне упорядоченное; 
в 
кроме того, все числа “]ь не превышают & и поэтому тип А.С 
тоже не может превышать &. Таким образом, точка # принад- 
лежит одному из множеств Ву, Е., ..., Е. и, следовательно, 
НСВ-Е, з- ... + Ва. 
Но это есть противоречие, так как 
Е, с А.Р 


по предположению—множество счетное. 
Итак, мы доказали, что по крайней мере одно из множеств 


Р.Е, Р.Е, -Етьв, - Вп,в, *..- * Вльвь 
есть множество с]а1гзетб. Пусть это будет множество 


г Е 4 Ето * Ета, о. - Ето 
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Очевидно, мы можем из каждого интервала 2», выбрать интер- 
вал 0., так, что проекция его содержит одну и только одну точку 
х, множества 


Р.В. Еще та * об таь 
и притом одну и ту же для всякого # = 1,2, 3,...,Ё. Но тогда 
Р с УВ 9 а < Еза, о Ирак 


будет состоять только из одной точки 42%. 
Рассмотрим теперь всевозможные множества вида: 


ое в, от 


где +— любое целое число. 
Множества этого типа мы можем представить следующим образом: 


ЕН Вь Рз. ое РВ 
*( Езьо | Ез,1 | .. ЕВ --. а ауы 
(Ею Ед +... В Ев |... ... ах 


или 


® 
+ + + 
р Ев ° Е, в, Е Ез,в, Со Ед; и 
ВоВ В2...Вх..- 

Но числа 8; для которых множества Еёз з, не пусты, суть 
числа вида 0”. Поэтому существует такое разложение множества 
Е.Е, -Ес.... Ва, в котором конституантами являются сами 

90 953 У 
множества 
+ + + 
Ев, - Ед,в, * Ву,в, * --- * Рыб, 
Но множества 
ег Вод оон Ва = Ё.-В* а 


пыюба ° то“ 


и, следовательно, представляют собой конституанты аналитического 
дополнения 


АЕ 


Итак, одна из конституанжэтого множества имеет на Р одну 
и только одну точку и эта точка входит в Ё.. Обозначим множества 


Е 


через @;, так что последовательность 


©,, ©» ...) ©» ... 


содержит все такие множества. Обозначим множества 


тьоВЕ 


Ев. Е 


т. «Ва 
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через фл, так что совокупность множеств {@з} состовт из всех 
конституант множеств {©;}. Эти обозначения совпадают с теми, 


которые приведены в формулировке леммы. 
ЕЕ 


Сделаем одно замечание по поводу проблемы мощности анали- 
тических дополнений. Допустим, что существует некоторое анали- 
тическое дополнение, лишенное совершенного ядра. Пусть ЕЁ будет 
подобное линейное аналитическое дополнение, оно разбивается 
при помощи некоторого решета С на конституанты ЕЁ = Е, Е, 
+... Ез-......, где вое множества Ёз не более как счетные. 

Пусть &— номер любой не пустой конституанты; тогда для 
этого числа & мы можем применить доказанную нами лемму, 
причем в качестве совершенного множества Р возьмем ось ОХ, 
где расположено Е. 

Итак, существует счетное число аналитических дополнений 
@1, бы ---л Фш -.- ‚ ваданных решетами Ст, Сь, ..., Си: тако ато 
по крайней мере одно, например фа, имеет некоторую конститу- 
анту фа„,, состоящую из одной и только одной точки множества Е... 
Но тогда найдегся такое множество @,, которое будет иметь Ж, 
различных конституант, каждая из которых состоит из одной 
и только одной точки. 

Рассмотрим пространство ОХУЙ. Пусть на оси ОХ располо- 
жено множество ф› и в плоскости ОХЙ — решето С», его опре- 
деляющее; проведем через каждую точку решета С» прямую под 


углом т к оси ОХ. Совокупность этих прямых образует некото- 
рое пространственное решето СЪ. Проведем также через каждую 
точку решета С, прямую, параллельную оси ОУ. Получим не- 
которое пространственное решето С,. Пусть М множество тех 
точек плоскости ОХУ с ординатой, не равной нулю, в кото- 
рых индекс решета Сы равен индексу решета Су. М есть анали- 
тическое множество. Обозначим через П.(М) его проекцию на 
ось ОХ. Рассмотрим множество 


Н ==СП,‚(М)- ©». 


Пусть а есть точка @,, принадлежащая некоторой конститу- 
анте Ёз, причем эта конституанта содержит еще другие точки. 
В таком случае прямая, проходящая через точку’ а и параллель- 
ная оси ОУ, будет содержать по крайней мере одну точку 6, 
в которой индекс решета Съь тот же самый, что и в точке а, 
т.е. 3. Но так как индекс решета С› в точке В тот же, что 
и в точке а, то Ь принадлежит множеству М и а принадлежит 
П.(М) и не принадлежит Н. Наоборот, если конституанта, со- 
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держащая а, других точек не содержит, то ва прямой, О 
ной оси ОУ и проходящей через точку а, кроме ее самой, нет 
точек, в которых С» имеет тот же индекс, что и в точке а. Но 
тогда П„(М) на данной прямой не имеет точек с ординатой, от- 
личной от нуля, и, следовательно, а входит в СП» (М) ив Не 

Итак, множество Н представляет собою совокупность всех тех 
точек, каждая из которых находится в соответствующей консти- 
туанте множества @» в единственном числе. Мы можем предста- 
вить множество Н следующим образом: 


Н=б,: { СП, (М) - 6ь} = (6ь Е Фы + ... Е Фыв+ -..)- 
-(Нь,-+ На + ... В+ ...), 


где @»з — конституанта ф, определяемая решетом Сь, а Н. — кон- 
ституанта Н, определяемая каким угодно решетом. Мы знаем, 
что тогда множество Н можно разложить следующим образом на 
конституанты: 


Е 
Н = „> Срз* Ну, 
1:8 =0 
причем конституантами этого разложения будут не пустые мно- 
жества @в`Ну и только эти множества. Однако всякое не пустое 
множество Еъв . Н. состоит из одной и только одной точки. 

Итак, множество Н несчетно, лишено совершенного ядра 
и разбивается на конституанты, состоящие из одной точки 
каждая. 

После этого мы можем сформулировать следующую редукцию: 
если для любого несчетного аналитического дополнения и для лю- 
бого решета, его определяющего, найдется конституанта, содер- 
эжащая более одной точки, то тогда каждое несчетное аналити- 
ческое дополнение содержит совершенное ядро. 

Введем следующее понятие. Пусть С есть пространственное 
решето, определяющее на плоскости ОХУ аналитическое допол- 
нение Ё. 

Мы будем называть точку Р плоскости ОХУ точкой един- 
ственного индекса решета С, если Р принадлежит Е и яв- 
ляется единственной точкой пересечения прямой, параллель- 
ной ОУ, и некоторой конституанты множества Ё. 

ЛЕММА ИГ Множество точек единственного индекса есть 
аналитическое дополнение и может быть униформизировано ана- 
литическим дополнением. | 

Доказательство. Обозначим множество точек единствен- 
ного индекса решета С’ через 0. Доказательство того, что И есть 
аналитическое дополнение, может быть сделано аналогично тому, 
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которое я привел для леммы о точках трансфинитной единствен- 
ности в моей работе (1) *. 

Пусть С есть пространственное решето, определяющее множе- 
ство 0. 

На основании предыдущего мы можем определить множество 
таким решетом К, конституанты которого состоят из всевозможных 
не пустых пересечений конституант 0 и Е. Но на каждой прямой, 
параллельной оси ОУ, каждая конституанта множества Ё содер- 
жит не более одной точки множества И, следовательно, каждая 
конституанта, определенная решетом К, на каждой прямой, 
параллельной оси ОУ, будет состоять из одной точки. Отсюда 
вытекает, что на каждой прямой, параллельной оси ОУ и с0- 
держащей точки множества И, найдется одна единственная точка 
с минимальным индексом. На основании иеммы Т предыдущей 
работы (!") совокупность этих точек с минимальным индексомы— 
точек трансфинитной единственности—есть аналитическое допол- 
нение, которое в данном случае униформизирует множество 0. 
Это последнее множество мы будем называть множеством 
точек относительной трансфинитной единствен- 
ности множества ЁЕ. 

ТЕОРЕМА 1. Всякое плоское СА-множество, для которого на 
каждой прямой, параллельной оси ОУ и пересекающей данное мно- 
экество, конституанта наименьшего индекса не более как счетна,— 
проектируется на ось ОХ в множество А,. 

Доказательство. Пусть С есть плоское аналитическое 
дополнение, удовлетворяющее условиям теоремы. Пусть С есть 
пространственное решето, его определяющее, и пусть Съ, С1, ... 

., Са, ... ... конституанты множества С. Применим нашу лемму 
к любому не пустому множеству РС, где Р“ есть прямая, 
Х =1%, а хо принадлежит проекции С. Здесь условия леммы вы- 
полнены, так как Р%, играющее роль совершенного множе- 
ства Р в лемме, пересекается с С и, следовательно, по крайней 
мере одна из конституант С имеет на 2“ конечное или счетное 
множество точек, и все конституанты С,, если & < 3, имеют на 
Р*® не более счетного числа точек. 

Итак, существует счетное число плоских аналитических до- 
полнений 41, 6», ..., ©», ... таких, что для каждого Р.С; 
найдется по крайней мере одно множество ФВ которое имеет 
некоторую конституанту @„,»„, состоящую из одной точки мно- 
жества Р”.С.. Рассмотрим множество /,, точек относительной 
трансфинитной единственности для @„. Очевидно, это множе- 


* Вся разница состоит в том, что вмэсто множества В в предыдущьй 
работе надо рассмотреть другое множество, где трансфинитные индексы я и 5” 
равны между собой. См. (1), лемма Г. 
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> С. 
ство будет не пусто, так как на прямой Р” оно имеет точку. 
Проекция [Г„, на ось ОХ содержит точку 40. 
Подобное рассуждение мы можем провести для каждой точки 
оси ОХ, принадлежащей проекции С. Мы получим счетное число 


униформных СА-кривых Га, [,, -.-, Гл» :.., бУмма проекций 
которых есть проекция множества С. Но множество 
Ре ме 2 ба Е ре 


как известно, на основании доказгнной нами ранее теоремы 
может быть униформизировано при помощи СА-кривой. Пусть 
это будет Г. Очевидно, кривая Г униформизирует множество С. 
Отсюда непосредственно следует, что проекция множества С вхо- 
дит в класс 4.5. 

о 

Следствие. Каждое плоское СА-множество, пересекающееся 
прямыми, параллельными оси ОУ, не более как по счетному мнозмсе- 
ству точек, проектируется на ось ОХ в А›-множество. 

Каждое 45-множество разбивается на Ж, В-множеств. Есте- 
ственно назвать конституантой номера а А4.-множе- 
ства проекцию конституанты номера о того уни- 
формного СА-множества, которое проектируется 
в данное А4.-множество. Относительно плоских А›-множеств 
мы докажем теорему, являющуюся аналогом теоремы ТГ. 

ТЕОРЕМА ПИ. Плоское А-множество проектируется на ось 
ОХ в А,-мноэжество, если на каждой прямой, параллельной оси ОУ 
и пересекающей данное множество, конституанта наименьшего 
индекса конечна или счетна. 

Доказательство. Пусть Н есть плоское А>-множество, 
расположенное в плоскости ОХУ и удовлетворяющее условиям 
теоремы. Пусть С — поверхность в пространстве ОХУЙ, являю- 
щаяся СА-множеством, униформная относительно параллелей к 
сси Об и проектирующаяся в НЯ. 

Пусть С четырехмерное решето, расположенное в простран- 
сле ОХУЙТ, определяющее С и разбивающее его на конституанты 
С.. Соглаено предположению, в каждой плоскости, параллельной 
плоскости ОУЙ и содержащей точки множества С, найдется не 
пустая конституанта номера 8, имеющая в данной плоскости не 
бслее, чем счетное число точек, так же, как и всякая конетиту- 
анта С., где д < В. 

Мы мсжем преобразовать посредством В-преобразования про- 
странство ОХУЙТ в пространстве ОХУ,7, так, что плоскости, 
параллельные ОУЙ, перейдут в прямые, параллельные оси ОУ,; 
прямые, параллельные оси ОТ, перейдут в прямые, параллель- 
ные оси О0Й;, и ось ОХ перейдет сама в себя тождественно. Тогда 
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множество Н перейдет само в себя, множество С перейдет в пло- 
ское СА-множество С., проектирующееся в Н. Решето С перейдет 
в пространственное решето С;, определяющее на плоскости ОУ, 7, 
аналитическое дополнение С,. Конституанта С, перейдет в кон- 
ституанту С\., причем, если С, не более, как счетно, на некото- 
рой плоскости, параллельной плоскости ОУЙ, то С. не более, 
как счетно, на соответствующей прямой, параллельной оси ОУ.. 

Итак, мы видим, что множество С, удовлетворяет условиям 
предыдущей теоремы и, слещовательно, его проекция, т. е. Н 
есть А5-множество. 


й 


И 

Следствие. Каждое плоское Аь-множество, пересекающееся 
с прямыми, параллельными оси ОУ, не более как по счетному 
множеству точек, проектируется на 0сь ОХ в А›-множество. 

К этому мы присоединим еще одно замечание, которое нам 
понадобится дальше. 

Пусть мы имеем плоское Аь-множество, которое на каждой 
прямой, параллельной оси ОУ, не имеет совершенного ядра. 
Тогда вопрос о том, будет ли данное А›-множество на этих пря- 
мых счетно или несчетно, в настоящее время открыт. Но незави- 
симо от этого подобное плоское множество удовлетворяет усло- 
виям теоремы П. 

Каждое плоское А5-множест®о, не имеющее на прямых, парал- 
лельных оси ОУ, совершенного ядра, проектируется на 0сь ОХ 
е Аз- множество. 

ЛЕММА ТУ. Пусть Е и Е› плоские аналитические дополне- 
ния, а Су и С> определяющие их решета. Множество Т всех 


тех точек (ту) плоскости, для каждой из которых всюду на 
прямой х= 1% индекс решета С, превосходит индекс решета Су 
в точке (ху), есть аналитическое дополнение. 

Доказательство этой леммы содержится в моей статье (3). 

ТЕОРЕМА ПТ. Всякое А»-множество, расположенное на оси 
ОХ, может быть получено как проекция плоского аналитического 
дополнения, пересекающегося с каэкдой прямой, параллельной оси 
ОУ, по Б-множеству. 

Доказательство. Пусть © есть линейное А»›-множество, 
расположенное на оси ОХ, а Е аналитическое дополнение, рас- 
положенное в плоскости ОХУ и проектирующееся в ©. Пусть 
( пространственное решето, определяющее ЕЁ. Мы можем пред- 
положить, что решето С расположено под некоторой плоскостью Р, 
параллельной плоскости ОХУ; присоединим плоскость Р к решету 
С, получим новое решето С”, которое определяет то же аналити- 
ческое дополнение Ё, но в каждой точке (ху) множества Е 
индекс решета С’ на 1 больше индекса решета С. 
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Применим теперь предшествующую лемму следующим образом. 
За множества Е, и Е› леммы примем одно и то же множество Е, 
за решета С. и С, примем соответственно решета С и С”. 

Очевидно, на каждой прямой х=л% множество У леммы ТУ 
состоит из точек конституанты наименьшего индекса множества Ё, 
и поэтому пересечение множества У и этой прямой есть В-мно- 
жество. ] 

С другой стороны, на каждой прямой д =, содержащей 
точки множества ЕЁ, по крайней мере одна из конституант не 
пуста. Отсюда следует, что проекция У есть множество Ё. 

о 


ТЕОРЕМА ТУ. Всякое А,- множество, содержащееся в некотором 
А5-множестве и обладающее тем свойством, что минимальный 
индекс в каждой точке данного А›-множества не превышает ин- 
декса в той же точке указанного А-множества, есть тоже 
А5-мнозмксество. 

Доказательство. Пусть < и Е множества соответствен- 
но типа А, и 45, удовлетворяющие условиям теоремы. Пусть 
С аналитическое дополнение, проектирующееся в ©, а Н уни- 
формное аналитическое дополнение, проектирующееся в Е. Мы 
можем предположить, что < и Е расположены на оси ОХ, Н рас- 
положено в полосе 0 < у<Т, а С в полосе 1 «ус 2; присоеди- 
ним еще одно множество С1:, расположенное в полосе 2«у<3 
и полученное смещением вдоль оси ОУ множества С. 

Далее, мы можем предположить, что решета С1, С., С., опре- 
деляющие соответственно Н, С и С,, находятся в пространствен- 
ных полосах 0 <у<1, 1<у<2, 2<у< 3, причем решето Сз, 
определяющее С,, получено смещением вдоль оси ОУ решета Сь, 
определяющего С. Тогда все три решета С1, С, и С, могут быть 
объединены в сдно решето С, определяющее аналитическое до- 
полнение 


Нарезыетье о: 


Отберем на каждой прямой, параллельной оси ОУ, точки 
трансфинитнсй единственнссти мнсжества О. Полученное мно- 
жестЕо обозначим через ПИ. Множество И. есть аналитическое 
допслнение; оно целиксм содержится в множестве Н. Но точно 
так же точки множества Н такие, что прямая, параллельная 
оси ОУ, через них проходящая, содержит и точки множества 
С, не принадлежат множеству 0. Отсюда следует, что И содер- 
жится в Н и проектируется в Е— ©. Тогда мвожество Н — ПИ 
будет проектироваться в.мнсжество 0. Но множество Н —П есть 
разность двух аналитических дополнений, и поэтому входит 
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в класс А5-множеств. Следовательно, множество < есть 4,-мно- 


‘жество. 
м бе 


Относительно класса А5-множеств остается открытым весьма 
существенный вопрос о взаимоотношении этого класса с классом 
А,-множеств. Естественно было бы думать, что класс А, много 
шире класса 45, но пока из приведенных теорем мы видим, что 
все известные свойства А›-множеств оказываются в точности 
такими же, как и А,-множеств, так что возникает предположе- 
ние о том, что эти классы совпадают. 

В заключение мы покажем, что проблема о взаимоотношении 
классов А,- и 4,-множеств связана с проблемой мощности анали- 
тических дополнений, именно: 


Из гипотезы, что класс А’›-множеств шире класса 
А»- множеств, вытекает, что каждое несчетное С А-мно- 
эжсество содержит совершенное ядро. 


Обратной редукции не получено, но во всяком случае отсюда 
вытекает, что построить пример А,-множества, не являющегося 
А›-множеством, не менее «трудно», чем доказать, что мощность 
всякого несчетного СА-множества есть континуум. 

Итак покажем, что из гипотезы, что классы 4.- и А,-множеств 
не совпадают, следует, что каждое несчетное аналитическое до- 
полнение содержит совершенное ядро. 

Предположим, что существует некоторое несчетное СА-множе- 
ство Е, не содержащее совершенного ядра. Пусть С есть решето, 
его определяющее. Возьмем любое множество @ класса А». Пред- 
положим, что множества Ё и © расположены сооответственно на 
осях ОУ иОХ. Пусть С есть аналитическое дополнение, расположен- 
ное в плоскости ОХУ и проектирующееся в множество ©, С’—про- 
странственное решето, его определяющее. 

Через каждую точку множества Ё проведем прямую, парал- 
лельную оси ОХ. Полученное плоское аналитическое дополнение 
обозначим Е*. Через каждую точку решета С также проведем 
прямые, параллельные оси ОХ. Полученное пространственное 
решето обозначим С*. Очевидно, что решето С* определяет 
множество Е*. Рассмотрим в плоскости ОХУ множество У, 
состоящее из всех точек плоскости, для которых индекс решета 
С* меньше минимального индекса решета С’ на прямой, парал- 
лельной оси ОУ, проходящей через эту точку. На основании 
леммы ПУ множество ТУ есть аналитическое дополнение. Оно содер- 
жится в множестве Е. На прямых, параллельных оси ОУ и не пере- 
секающих множества &, множество У совпадает с множеством Ё*. 
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Составим разность Ё* — И; очевидно, она имеет ту же проек- 
цию на ось ОХ, что и множество С. Кроме того, на каждой пря- 
мой, параллельной оси ОУ, она не содержит совершенного ядра. 
Очевидно, это есть 45-множество. Следовательно, на основании 
теоремы Ш проекция его на ось ОХ есть тоже А>-множество. Итак, 
множество 4 есть А›-множество. 


Математич. институт им. В. А. Стеклова. 
Академия Наук СССР. 
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Р. МОУКОЕЕ. ЗОВ ФОЕГОПЕЗ ВЕГАТ!ГОМ ЕМТВЕ ГЕ ЕАМПИЕЗ 
РЕЗ ЕМЗЕМВТЕ РВОЛЕСТГЕУ РЕ СГАЗЗЕ 2 ЕТ РЕЗ РВОУЕСТТОМЬ 
РЕЗ СОМРЬЁМЕМТАТВЕ$ АМАГУТТО ОЕ ОМЕОВМЕ$ 


ВЕЗОМЕ 


Ге Баб да ргбзепф агс]е езё ]а сопу6гайор 4е ]а ГашаШе 4ез 
епзет]ез да’оп обет сошше рго]ес®опз 4ез сотар\6тепфалгез 
апа!уйаиаез пп Иогтез (поз 1ез ауопз пошшё «епзетез 45»). 

Ге ргоёте 4е зауо1г 51 себе ГапШе сошез4е ауес сеЙе 4ез 
епзет]ез рго]ес41Ё5 4е депхлёте с]аззе (епзетЪ]ез 45) гезфе А ге- 
зоцаге. ]’а1 Четотфт6 4апз ип фтауаЙ г6сеп дае Гоп орет %01- 
]очтз ип епзет е 45 ей ргепапф ]а рго]десйой 4’ап сотр16тепфайге 
апа1у ие дал роззё4е аа раз ип поте Йпл 4е ро1п%фз зиг сВадиае 
рагаПё]е & Рахе ОУ. Ог, 1а шё\То4е дае ]’а1 эза\у1 пе регмеф раз 
4’64епате се {№6отёме аи саз ой 1е сошр!6тепфалге апа1умачае соп- 
91466 роззё4е ап раз ипе 1аЙпИ6 апошЪЬга Ле 4е ро1пёз заг сВа- 
Фие рагаПе & 1’ахе ОУ. Папз 1е ргёзепф агийе фе доппе ипе поч- 
уе Це шёфВо4е Чат регмеф 4’оеплг себе ехфепз1оп; 4’аШеигз ]а 
тёте шб6 ое поцз 4орпе ип Пер епёте 1е ргоёте зиг ]е гаррогё 
Фез Гат1Шез А, её 45. её седи 4е 1а рилззапсе 4ез сотр16тепфа1гез 
апа1у4иез поп 46потЪгаез. 

Ропг А6тоотАгег 1ез &Вбогётез еп даезйопй поз ауопз Безо а“ 
1етатае з1уашё: 

ГЕММЕ 41. Ра аоппё ип спе С аёйпаззат ип сотыётеп- 
ате апауидие Е, И ежляе 1оиуоитз ипе зийе ае ст Мез Су, Со, ... 
..Сь,... аёртиззат 4ез сотр@6тетатез апаичдиез сотепиз аапз 
Е её оилззата 4е 1а ртортёёё зилоате: дие[ дие зой ГепзетИе 
раграи Р, аотр Гащегзестоп асес 1а зотте 4е тоидез 1е; сопзишап- 
1е5 4и сте С @тасез < В е54 ип епзет Ме Нпё ош авпотфта Ме е1 
Чир роззе4е 4ез ротиз 4апз Ез,—Гип аш тотз 4ез спе; С» роз- 
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уб4е ипе сопзинате 4отё Гиметзесиопт афес 1а рагие соттипе ае 
Р е! ае 1а сопзиииате Ез аи сте С езё рттёе а’ип зе рота. 
Уозс1 |[?146е 4е 1а автопяхгайоп 4е се 1етте: зо1еп% 


ВЕ РО, 
1е5 сопз{иап{ез Ча сотр!6шешашге апа1уйаие Е 61 раг 1е 
спе С. $01еп6 ту, Го, ...,7и,... 15 И\бегуаИез {огтаюё 1е смЫе 
С её бл, о», ... бп, ... 1ез и\бегуаПез & ехы'6 1665 гамоппеПез сотце- 


пиз 4апз 1]ез ибегуаПез г». 501% Ст 1а рагае ди стЫе зИмбе аа 
Феззоиз 4е от её Еш 1е сотр!6тепфате ара]умаче Ч6Йп1 раг 1е 
сте Си зиг 1а ргодес оп 4е ГицегуаПе ош. $016 

Ел = Вод Ета Ета -Ё ..г... 
{а абсотарозлоп 4е Ёи еп сопуйбааи$ез Е. Сопз196гопз %ф0$ 16$ 
епзет ]ез 4е 11а Гогте 

Ро Еле РР аа Етрь 
1ез ии, Т,‚,..., ть 66806 4ез епйегз дие]сопааез её а, а, ..., бк 
4ез пошЪгез але]сопаиез 4е ]а 1-ге ой 2-4е с]аззе. Момз Ч6топ- 
{Фтопз 4’аЪог4 даче Гип аи шош 4е сез епзет]ез езё {огтбё 4’ап 
зе] ро1пф. А1огз ]е 1етше рей &&ге Абтогпёт6 а1з6тепф. 

Еп еНе&, зиррозопз 1е сопёталге. А1отгз свасаи 4ез епзет ]ез соп- 
$146гёз е5ё рмуб 4е роз 150163, ри1заче 91 ип 94’еах, 801 
РЕВ ые Вы лтЕны 
роззё4е ип рой 15016, оп решф фтопуег 4ез имегуаПез ри, 
и,» --- › Оп, гезресйуетептф сощепиз дапз 1е5 1пфегуаПез р, › От,» --- › От, 
её 4е15 аие 1е5 рго]есопз 4ез 2„, пе сопеппетф ‹фае 1е роз 15016 

ае ’епзетЫе 
Р-Ез- Ета, -...-Е 
Рапз се саз |’епзете 
А 
езё Гогшб 4е се роза зеететф. Еп ропгэллуат ]а а6топз&гайот 
000$ 6013613003 ип епзетЫе раг!а16 сопфепиа апз 
о 
се Чи1 сопдий А пе сопёга41ейоп. Га сопугисйоп 4е сеф еп- 
сете раг{!а\ з’оБИептф 4е 1а таплёге зшуаще: 

Оп 4топуе 4апз 1а за\е ту, г», ...,7»,... ГийбегуаПе г», 4’1191се 
пиптпот 4е] дае за рго]десйой сопйепф 4ез роз 4е ГепзетЫе 
Р.Ез; 4апз се саз поз ропуопз сво1з1г 4еих 1фегуаПез рт, её бт, 
соп4епиз Чапз г„,, запз ро1пф соштип, еф 1е15 аие 1еигз ргодесопз 
сопйеппепф ипе шИпИ5 4е роз ае Р.Е;. П её а1отз ву1Чем 
дае 1ез сотр16тетайгез апа1уфиез Е», её Еж, роззё4еп& 4ез ро1п4$ 
4е Р. Ез. 

боле 


Пух 


Вр 6 Ета, 
1ез сопзИиаез 4е Е» её Е, 4’т91сез плита в, е а» рог 
1езааеез 


ИМЕН, Серия математич. № 2 > 
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у Ев < Вина: её Р. Ев : В 
пе 5016 раз У14ез. Ма1з 1ез епзет ез 

р. Ез < Ета, ерР. Ез : Ета, 
301$ епсоге рг1убз 4е ро1пфз 130165. М№ 1$ ргепопз а10огз 4еих 
пфегуаПез 4’1191сез плита г», её т,, 4615 фае 1а ргодесйоп 4е 
’, СОПИепф 4ез роз 4е-Р. Ез- Еш,., © а ргодесйоп 4е т», соп- 
Цепь 4ез роз 4е Р. Ез- Ежи. М№ 1$ ©1013158003 епзайе 4 1ифег- 
уаПез от,› 2т., бт, Эт, 900% 1ез рго]десМопз 500% 4еих а 4еих запз 
ро11ёз соптапз, От, её ош, 66апф сопфепаз Чапз г„, её 1ез 4еах 
аибгез 4апз т»,; 1е5 рго]ес4100з 4е от, её 2», сопйеппепф 4ез ро1п{$ 
4е Р.Е; - Еж, ©. 1ез рго]десМопз 4е ри, её рт, 4ез роз 4е 
Р. Ез- Ет,а,- Се ргос646 реф ёге ропгзиту1 4’ипе таплёге апа]о- 
оце её Гоп оБйепф 1ез зузёфётез Ч4’ицегуаПез 4е5 че спадче 
зузбёте зи1уапё е3ф соп4епа Чапз 1е ргёс64етф. Ба рагйе соттипе 
Че 104$ сез зузфтез езё мп сегалш епзешЫе рага\ф Н; оп 46- 
попфте 4а’1| езё сопбепа 4апз 

Р- (Е + Е, + ...- Е»). 

Га таплёге 4е сопзбгиге сеё епземе Н её себе абтопз$гайоп 
5006 $018 & {а апа1ориез а сеПез дае ]’а1 4опп6 Чапз шоп агИс[е 
«Свозх еНесй{ еёс.» еп шопёгап® соттепф оп фгопуе еНеспуететь 
ца ро1пф 4апз ип сотр16теша1лге апа1уйаче. 

№15 помз арриуопз епзице зиг 1е 1еште зшуапф 46топёг? 6са- 
}епепф Чапз сеф агйс]е: ]1а рагйе сотштипе 4’пп пошЬге Прут 4е 
сотр16тепфа1гез апа1уйаиез 1, ©», ... , @» рей &те 6 Ппле‘ аа тоуеп 
{ип сте С ауапф 1а ргорг166 зауаше: спадче сопзббиатце 4е 
РепзешЫе ©, : @>-...: @п ©3% 1а рагйе соттипе 4’ип зузёёше 4е соп- 
УИ\аатфе$ @1з,, ° (623, › --. › физ» @ у1се уегза. Сопзги150т$ 4опе ропг 
спадче епзет е 

А 
ий се Ст, ...т, УбГаиф 1ез соп@\отз 4и 1етше дае поиз 
уепопз 4’6попсег. Мо ауопз Ч6топёт6 фа’иа сегбаш епзет е 
Р.Еь- Ра Вы" о Ям 
е5ф {Тогтб 4’ап зе] ро. Оопс 1е сме Ст, ...т, а ипе сопз- 
бааше ауапф ип её ип зе] ро сошшип ауес Р. Те 1ешше ез% 
а1131 46топ&г6. 

Се 1етте 66апё @6топфт6 поз тои! 5 01$ 1а айпи оп заауаюце. 

261101101. 501 Ё ип сошр\6тепбаге апа1уй ие з16а6 Фапз 
1е р1ап ОХУ, её С ип сре Ч6Йпаззап6 Е её з№б 4апз Гезрасе 
ОХУ2. М№ м5 Фтопз фа’апи рой (то, У) 4е Е езё чп ро а’пд1се 
ипламе, $1 а сопзиатие 4е Е аи1 сопМепф се ро пе роззё4е 
аисип ащте’ рот зиг ]а 4гоце х = ху. 

Сейе а6ЙпИлоп розбе, оп а 1е 

ГЕММЕ 2. Езапё 4оппё ип сотр тете апщуйдие диесоп- 
ате, Гепзет Ме 4е зе; роз Фзтаее итдие езё 1ои]оитз ип сот- 
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Рётетите апауидие её И реш @те ипфогпазё аи тоуеп Ф’ип 
епзет Це 4е тёте пафиге. 

Сез 4ейх 1етшез регте&еп& 4е автопутег 1ез $Вбогётез 3и1\уап65: 

ТНЕОВЁМЕ 1. бой Е ип сотыётетате ап уйдие уошлззат 
4е [а ргортё@ 1 зилоате: зиг спадие рагаЙ@е а ГРахе ОУ диф соире 
Гепзет Ме Е, 1а сопзишате т]втеите ауат 4ез рот4з зиг сеие 
рагаИ@е ез? аш ршз 4впотфта Ме. Рапз сез сопаийлопз (а ргодеспоп 
ае Е зит Гахе ОХ езё ип епзет Ме Ах. 

Сого |азге. 51 Е е56 ип сотр шешазте апа]уйдие диз ез 
аи раз абпотЬгае зиг стадие агойе рагаПе & Гахе ОУ, Та 
рго]ес1оп 4е Е зиг ОХ езё ип епзетЫе 4$. 

Се Мвотёте репф & те сбпбга1136. 50 @ ип епзеше 4; % Е 
Гепзет ]е СА ип\{огте, 4опф | езф 1а ргодесйоп. Сопуепопз а’ар- 
р@ег 1п41се &4’ип рошф 4е @ 1’шасе да роз 4е Е Чоп И ез% ]а 
рго]ес1оп. Г/’епзет]е Аь езф ашз1 46сотарозб еп Ж, сопзтатфез 
тезига ез В 4е тёте дие 1е3 епзетез СА. О’ипе таплёге апа]озте, 
31 © е56 ип епзет]е А, её Е |’епзет ]е СА 400% 1 ез% 1а ргодесйоп, 
оп реф арреег 14 1се 4’ип рошф 4е ф таже шшипиат 4е$ роп45 
Че Е ауапё се рот ропг рго]ес®йоп. 

Сез Ч6йш\опз розёез, 1е {Вбогёте 1 реаф 64те рёпбгазё 4е 1а 
тап1ёге зи1уаифе: 

ТНЕОВЁМЕ П. 51 Е ез{ ип епзетМе А; 4оп1 1а сопйнате т- 
{6теиге езф ли риз авпотфтаЩе зит спадие ратаП@е а Гахе ОУ, 
1а ргоесиоп 4е Е зиг Гахе ОХ ез31 ип епзетЫе А». 

Оп а аи331 1ез {Пботётез зилуаю&з: 

ТНЕОВЁМЕ ПТ. Сладие епзет Ме А» ез1 фа ртодесйоп 4’ип еп- 
зет Ме СА а4опЕ 10щез 1е; ищетзеспопз афес 1е; атойез рагаИ@ез а 
Рахе ОУ зот тезита Иез В. 

ТНЕОВЁМЕ ТУ. Сйадие епзет Ме А» сотепи 4апз ип спзет е 
Аз её 161 ди’еп спадие рота зоп т@се таитит, езё т]еётщеиг а Рат- 
Чсе аи тёте ротё ае Гепзет Ме Аз сопзааётё, езё 1ил-тёте ип 
епзет6 4 е А». 

№13 ауопз 46]а 4\ аае 1а даезйоп фтёз итрогбаше заг 1е гар- 
рогё егёте 1а ГатШе 4ез епзет]ез А, её 4ез А» гезе А г6зопаге. 
П рага15за1ф ргофаБ]е фие 1а Гат е 4ез А», езф Беамсомр раз уазфе 
дие сеЙе 4ез 45. Ма1з 1ез тбзаафз Че сеф атгйс]е её 4е Гагие 
ргёс64епф помз топёгепф ‹фие $0%ез 1ез ргорг166$ соппиез 4ез еп- 
зет]ез А, аррагйеппепь 6ра]етепф аих епзет ]ез 4›. Оп реф 
столте дае сез ГатаПез 4’епзет Мех со1пе14епф. Моиз 46тоттгопз 
Чапз себ агис]е дае 1е ргоёте заг 1е гаррогё 4ез Гаш!Шез А» © 
А; езф 116 а Г6баае 4е 1а риззапсе 4ез сотор16тепфалгез апа]у- 
лез. 

Р]из ргбо1з6теп&, $ Гоп зиррозе дие 1а фата Це 4ез епзет 1$ А» 
езф риз вазе де сеЦе 4ез епзет ез Аз оп рей автотлгег дие сйа- 

8* 
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г 
< 
г 


дие сотр Ёётепате апуидие поп 4впотфта фе соппетЕ ип епзетв[е 
раграё. Га ргорозилоп зшуегзе п’езё раз А6топфтёе. 

Еп 6 а91апф 1ез ргоётез 1165 а сейл 4е 1а риззаисе 4ез 
епзет ]ез СА, поиз ауопз оБфепи 1е гёза№аб зуапё: 

5, спадие епзет е АС поп аёпотфта Це роззе4е ипе сопзилиате 
4из сопнет 4еих рота; ай тотз, Ш епзетМе СА поп а6впот- 


’фгаб1е сопиепё ип епзет е рафаи. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1937 
ВОЕГЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ $СТЕМСЕЗ ОЕ 1085$ 


— С1аззе Че5 зс1епсез Отделение математических 
тапетадиез её паёиге!ез и естественных наук 


П. С. НОВИКОВ 


ОТДЕЛИМОСТЬ С-МНОЖЕСТВ * 
(Представлено ак1демиком И. М. Виноградовым) 


В статье обобщен принцип отражения на случай произвольных 
решет. Доказаны Ги И теоремы отделимости для произвольных 
тел, инвариантных относительно (4)-операции, в частности для 


С-множеств. 

С-множества являются результатом последовательного приме- 
нения двух операций: А-операции и взятия дополнения в конеч- 
ном или счетном числе раз, отправляясь от интервалов [см. (2), 
стр. 289 и (3)]. В результате применения этих операций получим 
\. классов множеств: 

С а - 10 

из которых С, представляет собой совокупность аналитических 
множеств, а класс С, получается с помощью (4А)-операции над 
дополнениями к множествам классов С.„, где а’ < а. В настоящей 
работе мы установим следующее свойство множеств класса С»: 
каждые два С„-множества без общей точки отделимы множествами 
максимального тела этого класса. Этот результат является обоб- 
щением известной теоремы Н. Н. Лузина для аналитических мно- 
жеств. Цля доказательства этого предложения нам нужно будет 
усилить принцип отражения [см. (2), стр. 211—215, или (4)]. Для 
этой цели мы введем некоторые вспомогательные понятия. 

Рассмотрим совокупность всех рациональных чисел и предета- 
вим ее в виде последовательности 

а Ре . (1) 


Назовем элементарным отражением соответствие, сохраняющее 
порядок по отношению к величине чисел между двумя конечными 
группами рациональных чисел 


РР Че Пары ия, Годоенееыу ТЗ 


* Результаты этой работы были энонсированы мною в «Докладах» Ака- 
демии Наук СССР (*). 
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Подобное элементарное отражение мы будем записывать в виде 


следующего символа: 
ее Ра. г) 
) 
Пат. З% Ри 


причем будем всегда предполагать, что числа п1, По, ..., Пи распо- 
ложены в возрастающем порядке. 


Пусть 
т НН у ( р И 655 т та 
р 


Ра, Тане ба а 


два элементарных отражения. Мы скажем, что первое есть про- 
должение второго, если 


П: == 01, 12 = 4», -.., ПЕ= 4ь 
Ту = $1, То = 85, + у ТЕНРЗН 


Пусть дано отражение 
ре А ) 
ав 

Число А мы назовем рангом отражения. Будем считать, что 
два отражения совпадают тогда и только тогда, когда изображаю- 
щие их символы тождественны. 

Рассмотрим систему интервалов и. ‚ обладающую сле- 
дующими свойствами: 

Ва Ч 


не имеют попарно общих точек, если п, п.о, ..., Ик: фиксиро- 
ваны, а 4 принимает значения 1, 2, 3, ... 


) 


с 
Опт,.. пк 3 Зои . 


Пусть, кроме того, среди всех этих интервалов нет двух оди- 
наковой длины. 

Поставим во взаимно-однозначное соответствие элементарные 
отражения первого ранга и интервалы 8, первого ранга. Пред- 
положим, что каким-то образом мы установили взаимно-однознач- 


ное соответствие между отражениями К-го ранга и интервалами 
т т,..л, К-ГО ранга. 


Пусть 
( а © 
Е 
некоторое отражение К-го ранга и 8, „,..„, соответствующий ем 
интервал. 


Рассмотрим совокупность отражений 


( Па, Г 2: Гор Па ) 
ь ) 
А о 
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где пу, По, ..., Пк и Та, ТЬ, ..., Ть фиксированы, п»., пробегает 
все целые числа > пк, а Ть+1 при всяком пь.! пробегает все те 
значения, при которых сохраняется подобие. Установим взаимно- 
однозначное соответствие между этой совокупностью и совокуп- 
ностью всех интервалов 8;.1,..змь.,› ГДе 81, 1, ...; 4 фиксированы, 
а 1..1 принимает все целые значения. 

Таким образом мы поставили во взаимно-однозначное соответ- 
ствие множество всех элементарных отражений и множество всех 
интервалов 0;,..:. Это соответствие, очевидно, обладает следую- 
щими свойствами: 

Если из двух отражений одно есть продолжение другого, то 
интервал, соответствующий второму, содержится в интервале, 
соответствующем первому, и обратно: если два интервала вложены 
один в другой, то соответствующие отражения представляют про- 
должение одно другого. 

Двум различным отражениям одного и того же ранга отвечают 
неперекрывающиеся интервалы того же ранга, и обратно. 

Две последовательности рациональных чисел, взятые в опре- 
деленном порядке, определяют систему интервалов бр.р,..р,, от- 


вечающих отражениям 
. ео. ) 
7 


а В 
ТДе 7и,, Гь,, ..., Гл, Суть первые К членов первой последователь- 
ности, а Гш,, Гт,, ...) Ги, Принадлежат второй последовательности 
причем п < п. <... «т. 
Множество 
со 
х . 
И й 


не пусто тогда и только тогда, когда вся первая последователъ- 
ность отражзется подобно на часть второй *. 

В самом деле, пусть первая последовательность Ги,, Ги., ..., 
7, ::: Отражается подобно на часть второй; пусть Гт,, Гт,› +-* Гпир +: 
будет эта часть. Запишем это отражение в виде следующей та- 


ве ЕТ ый 
И 


Тогда существует бесконечная последовательность элементарных 


(5 ) ( и ) 
; Я 
Гт, Гт, Гт, 


* Множество № есть произведение по К сумм всех интервалов 6, , 


блицы: 


отражений вида (а): 


ранга К. 
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составляющих продолжение одно другого. Но тогда в силу уста- 
новленного соответствия между отражениями и интервалами 
3„..п, Мы будем иметь последовательность интервалов бр, бр,р,, ...› 
вложенных один в другой. Следовательно, пересечение их не пусто, 
и так как точка, являющаяся их пересечением, входит в 1, то 1 
не пусто. Обратно, предположим, что й не пусто. Тогда существует 
последовательность интервалов 8», др.р, —... ; но тогда суще- 
ствует последовательность отражений, отвечающих этим интерва- 
лам и составляющих продолжение одно другого: 


И ) ый ) 
: с 
Гть Тт, Гт, 


Очевидно, последовательность Т»,, Ги,, ... отражается подобно на 
последовательность Гт,, Гт,› ... ‚ Которая есть часть второй из рас- 
сматриваемых нами последовательностей. 

Пусть п есть некоторый прямоугольник со сторонами, парал- 
лельными осям координат, с — некоторое множество, расположен- 
ное на одной из его сторон. Множество точек прямоугольника п, 
проектирующихся ортогонально в с, мы будем называть гребен- 
чатым множеством или гребенкой. Само множество с мы назовем 
основанием гребенки. 

Легко видеть, что если мы имеем проекцию на ось ОХ пере- 
сечения счетного числа счетных сумм гребенок, то эту проекцию 
можно представить как (А)-операцию над множествами, являющи- 
мися проекциями гребенок на ось ОХ, и обратно. Поэтому, если 
все гребенки суть С-множества класса в, то рассматриваемая 
проекция пересечения будет тоже С-множества класса ов. 

Обозначим через Ру’ пернендикуляр к оси ОХ в точке ао. 

Мы докажем следующую лемму: 

ЛЕММА. Пусть С, и С. суть два решета, составленные из 
С-множеств класса &, принадлежащих максимальному телу этого 
класса и расположенных на отрезках, параллельных оси ОХ с ра- 
пиональными ординатами; тогда совокупность тех точек ту оси 
ОХ, для которых Ру’. С, отражается подобно на часть мнозмее- 
ства Ру’. С», есть С-множество класса а. 

Доказательство. Мы будем в дальнейшем обозначать мно- 
жество точек то, удовлетворяющих условиям леммы, через /.. 

Рассмотрим квадрат 9 =х=1; 0 = у= 1. Мы можем предпола- 
гать, что оба решета С; и Сь содержатся внутри этого квадрата. 
Пусть ль точка оси ОХ; тогда множества Ру’. С: и Рг.С., ко- 
торые мы в дальнейшем будем называть множествами вида (с), 
представляют собой две совокупности рациональных точек и яв- 
ляются частями последовательности (1). 

Таким двум счетным частям, рассмотренным как последова- 
тельности с членами, занумерованными теми же номерами, какие 
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Отсюда очевидно 


1 


пы | (1— 2)*° (1 — 1622} ад. 
0 
1 


Если х. +5 -+1>0, то ЛА | (1—2 4 < С. 
0 


Если х. --8-+1<0, то мы получим, разбивая интеграл на два 
слагаемых, 


11) 1 
л= [ааа [| а— 2 а — 160 
о 101) 


в первом слагаемом (1 — 112) >> (1— 5) 


21 (01) 101) 
| (1 — 2)** (1 — 1002}: 4 < | (а 92 
$ 5 


т: 


во втором слагаемом (1 — 1 ©52) > 1 — 65 
1 


| (1 — Е (1 — 701) 42< А (1 — (ов ее 
1091) 


Отсюда 
Л < А[(4 — 1)" + 1], (65) 
Оценка Л. сводится к оценке интеграла 
1 
Я 


|2 [М =) — 24 + (4 — 2) х 


0 


х [(1— <) — 2100 (4 + 4}, (66) 


от которого он отличается лишь на ограниченное слагаемое, ибо 
при 2 далеких от 1, или т далеких от нуля, подинтегральная 
функция в Л, имеет абсолютную оценку. Полагая 1—2=%, 


1—у =, сведем оценку интеграла (66) к оценке интеграла 
1 


2 


[ве { [ее вх 


0 


2 


х [+9 — вю — [2—э—#- 0%] 1 | 4@}- 


Заменяя здесь (2— ®)т=т’, мы видим, что этот последний 
интеграл не превосходит 
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р р [е у [в-+ #4 — 5) СУ: а) |"). 


еж м- 


Так как при о —— 
5 <1—е<1 о, 
то при 8 <0 
[-+#а-—т(1+ь 5 < воет] < 


И [: 7 Й 
< 55 [2 %р— т’, где о’ = 2, 


а при > 0 
[+еа-в-—т(а+ь еее ]<6+#— +7. 


Таким образом нам остается оценить интеграл 
1 


2 


| из ат { (и— т’) (Е и— тат} 
=} 


Вводя в него новые переменные фи Л=®— т’, после переста- 
новки порядка интегрирования легко сведем его оценку к оценке 


1 
[нео + АРА < дозе + 1. 
0 


Отсюда имеем оценку для интеграла (62) в виде 
[(1 я, т)? — и Ы [4 -- <)? 2: РР ы х 
0<<1 
= <:<а-х 
Хх Х* (1— т)! (1 т) (1 — — 9х ах 4 < 
О - 
= (4—6), (67) 


Сопоставляя интегралы (57) с оценкой (67), мы получим окон- 
чательную оценку для интеграла / в виде 


ет злое 


годную во всех без исключения случаях. 


7<А {(1— 15) 


9. Оценка производных от К©®И 


Возвращаясь к формуле (48) и интегрируя обе ее части по 
(1, (», ..., (и, т, мы получим в силу (66) и (49) 
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т-1 
| ь { "(К 02) К (21) ) а с 
р 9+ ь = 
Я |реоте ща. ‚990910 оной} э1952 п т 
7, 
НЕ 
+1 
=(01) 2 (02) +221) а, Хы до 
=> Е 
а 
Е а ти 
.1=(0 2002) +-4(21) во 2(02) + .(21) 4-Е _ н 
< А 1) а 15) По Е 
+1 
а рысь 


Отсюда и из (34) на основании совершенно элементарных выкла- 
б 1 
док будем иметь при 70 > >: 


"Ко 
д ** от“ 0900 °* 0.00" 040800: ох» 
Вю (68) 


где А’ = ^ (02) | 0-Е 1, 


г 


и’ = па( 02 | ео + п 1, 60 + 9 + п 1, 
(02) | ео {2 ы в =). 


Совершенно элементарным путем получится и неравенство 
д” к(01) 
059 отт ооо®то о об 


< А" (69) 


при 19 < 5. 

Лемма Ш доказана. 

Вернемся теперь к нашим ядрам Ко „„(М®, 9; МФ, #5), 
определенным выше [см. (26)]. 

Неравенства (68) и (69) дают возможность высказать анало- 
гичные неравенства и для ядер т (М®, 10; М®, 15). 

Пусть в формуле (27) р-р +... Р т=$, 9%- ... 49 = [. 
Обозначим через г сумму г=г, т, +... +» в формуле (26). 

Применяя наши оценки к формуле (27) и заменяя Л?) и А@0 
через р‘ +5 —п—1 и 9-1 —п—1, а В и в через 


п ее 
2402) 5 — 


а мы получим 


1 
и 280 --1— г согласно определению индексов 


д® кои | 
Те -.. о ь = 
90° дд) °* 990% ое“ оков. око 


(01) ы (01) 


= Аб” а ТА. ы х (1— 15) а: та | : (70) 
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о 
. . П- 
НЫ ар пой (209 - 0, 000 -- 009, 8 о) Роз 


й 
при 7/9 > = 


и 
а 
оО "чото. ом ооо... д 
О а, 
< Ако ть (71) 


Из этих неравенств немедленно вытекает доказательство тео- 
ремы 1, высказанной в $ 2, если мы заметим, что 


р $ = г. 


В самом деле, 20) и 2©0, определенные формулами (70), оче- 
видно удовлетворяют соотношениям 
209 > 6) -- 209, р > тала (269) -- 220, 0 -- 20, 2402) -- (23). 
Теорема ТГ доказана. 


10. Степени данной операции. Решение интегродифференциальных 
уравнений для регулярного елучая 

Из теоремы Г вытекает несколько важных следствий, которые 
мы и отметим. 

Следствие. В ряду степеней данной операции %, оба ин- 
декса которой положительны, индексы регулярности растут 
неограниченно. 

Прежде чем формулировать дальнейшие утверждения, рассмо- 
трим еще некоторое регулярное ядро А с показателями А и ц. 

Нам необходимо будет получить еще одну оценку для произ- 


водных от В. Рассматривая #©, 20, ...,2®) как постоянные, нам 
нужно изучить, к чему сводится операция дифференцирования по 
10,..., х@. Очевидно, что при этом 
к 1 д ада 
920) 9 — 3) оеб^ 00 д® — 
: : о й 
1 (01) ем д 
м : 1 < о (01) (01) = 
== Е) {Ро (91 9..7 9»—>) 910) - > ра, 27) (91 ..-. о Е 
° 1=1 й 
О Ы д 
(9 5) Бах 
9) дЕО мы 40 — а) дто 
Ро - Ки, д д ет 79 
дЕ@ #0) — +) дт@ь дЕ®У (61) д › (72) 


где Р®) и Р%, 7 —тригонометрические полиномы своих аргументов. 


ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УР-НИЙ 545 


Если мы теперь обозначим 
97 В 
д ож"... д" 


= А, 


то для ядра В© получатся формулы: 
| д" в) 
941) “* дп(01) “оу 95 дх(0) в" 


5= И 1) т 9. 


\ 

при 76% >> - :|= 

С 

в (г) ' 

д” В |= АЕ” —"— 9% 
“о 1 В 
ооо им ой | 

при 100 = =. ) 


Мы получим следующее утверждение: 
ЛЕММА ТУ. Дифференцирование ядра В по переменным 1%, 
20,..., 20) понижает оба показателя этого ядра на столько еди- 


ниц, каков порядок дифференцирования. 

Пусть теперь в некоторой операции М некоторое количество ядер 
Ка.а, ...а. УНИЧТОожается на поверхности конуса (при 19 = 1) вме- 
сте с производными, а при &0 —0 возрастает вместе с производ- 
ными медленнее, чем со. Класс функций, на который действует 
операция, возьмем так, чтобы эти функции уничтожались вместе 
с несколькими производными при #® = 0. 

Тогда соответствующие члены могут быть проинтегрированы по 
частям, причем порядок производных от неизвестных функций 
понижается, а ядра заменяются их производными. Внутри такого 
класса функций наша операция очевидно эквивалентна другой, 
более простой. Из леммы ТУ вытекает при этом важное следствие. 

Следствие 1. Индексы регулярности операций, полученных 
из данной операции М интегрированием по частям, если таковое 
возможно, совпадают с индексами регулярности самой операции М. 

В самом деле, в оценках (7) и (8) степени & и 100 умень- 
шатся на столько же единиц, на сколько уменьшится порядок $ 
соответствующей производной. 

Отсюда вытекает сразу 

Следствие 1. В классе функций, уничтожающихея при 
(0) — 0 с достаточным количеством производных, регулярная инте- 
гродифференциальная операция эквивалентна интегральной, если 


он (74) 


В самом деле, описанное нами интегрирование по частям можно 
производить до тех: пор, пока в получаемых уравнениях: 


пр ИА А =ы—п-1> п, (75) 
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ибо до этих пор будет иметь смысл полученный интеграл и будут 
сокращаться внеинтегральные члены. 
Из неравенств (75) следует: 


п —1 


ЕО: $>1— 2. (76) 


Если имеют место (74), то интегрирование возможно вплоть до 
значения $ = 0, что и доказывает наше утверждение. 

Сопоставляя теперь следствие из теоремы [| и следствие [| из 
леммы ГУ, приходим к заключению, которое удобно сформулиро- 
вать в виде теоремы: 

ТЕОРЕМА П. Для любой интегродифференииальной операции 
®, регулярной с поломсительными индексами, существует ее неко- 
торая степень, которая эквивалентна интегральной операции для 
класса функций, уничтожающихся при 1 =0 с достаточным 
количеством производных. 

Доказанная теорема позволяет легко привести решение интегро- 
дифференциального уравнения (23) к решению некоторого инте- 
грального. Совершая над этим уравнением некоторое количество 
итераций, мы дадим ему вид: 

ЕВ 
и: = У а а щ. (77) 
1 В-1 

Уравнение (77) эквивалентно интегральному и разрешимо по 
методу последовательных приближений. Если исходное уравнение 
(2) имело решение, то это решение очевидно будет удовлетворять 
(77) и, решая (77), мы найдем это решение. Остается доказать су- 
ществование решения у уравнения (2). 


11. Существование решений у интегродифференциальных уравнений 
с положительными индекеами регулярности 


Если ф уничтожается с достаточным количеством производных 
при {°) =0, то при достаточно большом № функция 8" ф на осно- 


вании предыдущего может быть представлена в виде 


п-+1 
—-—-— 


фи = | че | К» (М®, 10); М®, 16) 6 (М®, 2) ам 4, (78) 
о Ко Кого) 
где ядро К» обращается в нуль вместе со всеми производными до 
определенного порядка Л на границе области интегрирования. 


При этом все производные от ф, до порядка М могут быть 
представлены в виде 


д°ф, (М, 1) 


а. в. в, 
(0) ^° 0) “1 о)“ 
01 От... 05, 
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п-1 
——^—— д“ К, (м, 100. мМс>, #0) 
= НО = = = ф (М°), #00) ам® а®. (19) 
‹ ОВО Од ЗА 
о< Ко < Ко-гоу 


Перепишем теперь уравнение (77) 
и: (М®, 10) = 


п--1 
п-Е ——^— 
НЙ | К» (М®, 19); М, 1) и, (М®), 9) аМ® 41. (80) 


9=®+1 оо ого) 


Если мы заметим, что 


п-1 
А 


| К» (М<), 10; М, 11) 16 (М®, 0) аМ® ао = ® 1, (81) 
0<162) < К-т) 

то отсюда будет следовать, что решение уравнения (80) или (77 
представляется в виде равномерно сходящегося ряда 


и: (М, 19) = \ $. (82) 
= 


Из формулы (82) мы получим для функции и, дающей решение 
уравнению (2), ряд: 


в = У к (83) 


Ряд (83) сходится равномерно вместе с производными любого 
порядка меньшего №, ибо для всех его членов, начиная с } =, 
имеет место представление 

9°97/(М®, #0) 


“0 “1 ап 
9:8) 050)... д 


а (0) ,(0). ма) (1) : 
С, 
д: 02"... дх® 


| 


* 


0< КО < К-т) 

Пользуясь этим, мы можем применить к обеим частям (83) опе- 
рацию ®, причем к первой части она применима почленно. Мы 
будем иметь: 


8 =] (85) 
или в силу (83) и. 
и= у Зи. (86) 


Уравнение (86) совпадает с (2), следовательно функция 
и (М®, 10), определяемая рядом (83), удовлетворяет уравнению (2), 
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которое таким образом разрешимо по методу последовательных 
приближений, что и требовалось доказать. | 

Таким образом доказана основная теорема: 

ТЕОРЕМА ПТ. Уравнение (2) для регулярной операции ® с по- 
лоэкительными индексами разрешимо и имеет единственное реше- 
ние, которое можно построить по методу последовательных при- 
блиэкений. 


12. Общие замечания 


Метод, примененный нами, распространим принципиально на 
значительно более широкий класс интегродифференциальных урав- 
нений. 

Укажем, в частности, на функциональное уравнение 


и (М<®, 10)) = }(М®, 10) | 


т - 0°и (М, 9 — К) и 
—- и. о Кора ее АЙ ) (87) 
Ко) < о 
п-1 


разрешимое указанным приемом, если $ < 


и К ограничено. 


Это уравнение находится в близкой связи с вопросом о решении 
гиперболических уравнений в частных производных ‘методом ко- 
нечных разностей. 

Как мы покажем во П части, и уравнение (3) и уравнение (87) 
остаются разрешимыми и при 0, = 0, если соблюдены некоторые 
дополнительные условия. Это позволяет объяснить еще раз ‘тот 
казавшийся долгое время парадоксальным факт, что при ре- 
шении гиперболических уравнений по методу конечных разно- 
стей, разделяя пространство на слои, мы каждый раз не теряем 
число производных, имевшихся уже на первом слое. 

Наконец, следует еще заметить, что область строго конической 
формы не является наивыгоднейшей с точки зрения числа произ- 
водных, допустимых в интегродифференциальном уравнении. Для 
областей другой формы число производных при ограниченном 


ядре может быть повышено до [5] 1. 


При этих условиях метод становится применимым, например, 
к решению краевых задач теории гиперболических уравнений ме- 
тодом теории запаздывающих потенциалов. Как указано Г. М. 
Мюнтцем *, эти задачи сводятся именно к такого рода интегродиф- 
ференциальным уравнениям. 

Математический институт Поступило 


им. В. А. Стеклова. 25. 193 
Академия Наук СССР. 


* СВ. Мипф2, 2аг ТВеоге ег Вапамег{ам{саъеп ре! ВурегроЙзсвеп С1е!- 
свипреп, Ргасе Маёет.-Е12., ХПИ, УМагвхама 1935. 
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5. ЗОВОБЕЕЕГ. ЗОВ ОМЕ СГАЗЗЕ О’ЕООАТТОМ$ 
ТУТЕСВООТЕРЕКЕМТТЕГ ГЕ 5 
ВЕЗОМЕ 
Рапз сеф агисе оп сопз14ёге 1’6аайоп ицеотоНегепяее ди 
фуре 
и (М®, 10) = } (МО, 4®) + 


—— 
| м х Аза с, (М ®, 1%; МОЮ) х 
ок) база 
ди (М®, #0) 


®-1 


ам акь: 
тЫ О 
МО, 10 её М®, {0 @&апь деих рош\ёз 4е Гезрасе 21,2», ... ‚др, #. 


Гез поуаих К Ч4олуепф убга ег 1ез деих соп4 оп зилуащез: 
1. $: Гоп сопз1Аёге 1ез поуаих К сотше {опс@олз 4ез уаглаез 
зи1ул0$ез: 
РОО: 
Ух (21-2) 


Е А Е 
= 4 — И; = д 


) 9, $, ...’ 3», Фф, 10), хо, ...) 20) (2) 


3,, 3», ..., 9», Ф 6бапё 1ез апз]ез роалгез 4е |’езрасе & п Аппепз1опв, 
1ез 46глуёез 4е К раг гаррогё & $093 сез уамаез зай ропг 


; 1 о 
1 > > аах соп4иИлопз 


я 
д: дп... 
АРА >0, ц-+1>с ты—М. 


. бт 


< А № (1 — п) (3) 


2. $51 Гоп сопз1Аеёге 1ез поуаах К сошше {опсйотз 4ез уага- 
Ыез: 


Е = =. #40) (0) (0) 
-0, Ир к 10) _ „() >) ) фол 5-0 п › 


}ез абтубез ае К раг гаррогф А $04ез сез уагла ез зайзопё рог 


Л ть 
- аах сопаилопз: 


7 о“ 
= 5 


"К 4—В 
== А . =^М). 4 
= ы , (9 


и ® 
. . < - 1 ` 
Зои = па (А+ -+1— Ув) её о Е 
1=0 1=0 
Оп 4етотиге дие Чапз 1е саз ой 1е5 рагатётгез р, её 25 зопё Чез 


потЬгез роз! Пеиаор (1) реш ё&ге гёезоае раг 1а жёво4е 
Чез арргохитамопз зиссеззлуез. 


ИМЕН, Серия математич., № 4 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1937 
ВОЬГЕТ1М ОБ ГАСАОРЕМГЕ ОЕЗ 5СТЕМСЕЗ ОЕ 1085$ 


С1аззе Чез зс1епсез Отделение математических 
а‘пешаМЧиез е{ пафигеПез и естественных наук 


М. КЕЛДЫШ и М. ЛАВРЕНТЬЕВ 


ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе рассматривается вопрос об устойчивости решений 
задачи Дирихле при малых деформациях границы области. Уста- 
навливаются критерии устойчивости и дается приложение резулт-- 
татов к вопросам апроксимации функций рядами гармонических 
полиномов. 


Пусть РБ произвольная односвязная область трехмерного про- 
странства, удовлетворяющая условиям разрешимости проблемы 
Дирихле при любых непрерывных граничных условиях. Из прин- 
ципа максимума непосредственно следует, что всякое решение за- 
дачи Дирихле для области ДР будет устойчивым относительно за- 
даний на границе, т. е. при равномерно малой вариации граничных 
условий будет также равномерно мала вариация решения проблемы 
Дирихле. 

В настоящей статье, ограничиваясь случаем, когда граница 2 
есть простая замкнутая поверхность Жордана, мы исследуем вопрос 
об устойчивости проблемы Дирихле при варьировании границы 
области О). В первой главе мы уточняем постановку задачи об 
устойчивости и доказываем ряд вспомогательных предложений. 
Во второй главе мы устанавливаем связь между различными поня- 
тиями устойчивости и разрешимостью проблемы Дирихле. В третьей 
главе мы даем пример области, для которой проблема Дирихле. 
всегда разрешима, но не все решения которой устойчивы. В четвер- 
той главе мы приводим необходимые и достаточные условия устой- 
чивости в терминах, близких к условиям \УЙ\епег’а, разрешимоств 
проблемы Дирихле; здесь же мы приводим один простой геометри- 
ческий признак, достаточный для устойчивости. В последнем раз- 
деле мы даем прилозкения развитой теории к задаче апроксимации 
гармонических функций рядами гармонических полиномов. 

Формулировки основных результатов данной статьи были нами 
опубликованы в «Сотр4ез Вепалз», $. 204, р. 1788 (1937). 

6* 
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ГЛАВА :. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ 
ПРЕДЛОЖЕНИЯ 


$ 1. Обозначения и основная конструкция 


Во всем дальнейшем через Ш) мы будем обозначать односвязную 
область пространства трех измерений, ограниченную простой зам- 
кнутой поверхностью 5. Каждой поверхности мы отнесем две по- 
следовательности простых замкнутых аналитических поверхностей 


ев (1) 
Е ово (2) 


обладающих следующими свойствами: 1) каждая из этих последо- 
вательностей равномерно сходится к поверхности 5*, 2) поверх- 
ность $„ принадлежит области О и области 4»-+1, ограниченной по- 
верхностью $»+1; поверхность 5„ расположена вне области ДР, при- 
чем принадлежит области Д„_1, ограниченной поверхностью би_1. 
Таким образом, последовательности областей 


В ани Рено (3) 
в (4) 


сходятся к области 0), причем первая есть монотонно возрастаю- 
щая, а вторая монотонно убывающая. 

Пусть теперь ф (х, у, 2) =©(Р) функция точки Р(х, у, 2) про- 
странства, определенная и непрерывная в некоторой окрестности 
поверхности 5. Обозначим через и„,. (Р) (И».‹.(Р)) гармоническую 
функцию, правильную в области 4„()») и принимающую в каждой 
точке О поверхности $» (5„) значение © (0). Мы получим, таким 
образом, две последовательности гармонических функций: 


мии (Р)ооеллюье (О чь (5) 
Ч), ыь (Фуко ОВ Ьь (6) 


Покажем, что каждая из этих последовательностей (5) и (6) 
равномерно сходится внутри области О **. В самом деле, так как 
функции последовательностей (5) и (6) ограничены в своей совокуп- 
ности, то, следовательно, (5) и (6) компактны; нам достаточно 
доказать их сходимость внутри 0. С другой стороны, в смлу 
принципа максимума, если две функции 9, (Р) и $.(Р) отли- 
чаются всюду не больше, чем на =, то модули разностей 


ь Последовательность 51, 92, :.., 9в,.:. равномерно сходится к поверх- 

ности 5 
55 +5 при п-+ ©, 

если выполняется следующее условие: какова бы ни была последовательность 
точек Р.Р, ... Ра... Где Р„ точка поверхности 5», все ее предельные 
точки лежат на 5. 

** Доказательство сходимости ряда (5) можно найти в работах У 1епег”а 
(7. Ма. РВ. Маззасв. Тиз \%., Земе 5, № 78, 4924) 
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Ип,$, — Ито, Ипе-— Оп, также не превосходят =. Отсюда заклю- 
чаем, что предложение достаточно доказать для случая,’ когда $ (Р) 
есть полином относительно т, у, 2. Заметив это, представим поли- 
ном Ф(Р) в виде разности двух субгармонических функций #(Р) 
и #{Р): 

ин й(Р) —&(Р), 


029 92а 02 
=, кт 9: > 0. 


\ 


— 9 я 


Рассмотрим последовательвость (6); имеем 

о =— О», в ож Ы та , 
но в силу свойств субгармонических функций всюду внутри 0б- 
ласти )„, а следовательно, и на поверхности 5„-.: будем иметь 

О,» (Р) > (Р), И", (Р) > 8(Р), 

т. е. последовательности Ожь и Ору (п =1, 2, 3,...) суть после- 
довательности не возрастающие и ограниченные. Значит, эти по- 
следовательности сходятся, а вместе с ними сходится и последо- 
вательность (6). Сходимость последовательности (5) доказывается 
вполне аналогично. 

Из равномерной сходимости последовательностей (5) и (6) сле- 
дует, что их предельные функции суть гармонические функции, 
правильные в области 0); мы их будем в дальнейшем обозначать, 
соответственно, через и. (Р) и ПО. (Р): 

но (В) = Паииь. (2), 


п — со 


0. (Р) = Ню О», (Р). 


п © 

Отметим сейчас же, что в силу принципа максимума функции 
и. (Р) и И.(Р) зависят только от вида 5, от значений, принимае- 
мых функцией ф(Р) на поверхности 5, и не зависят ни от поведе- 
вия Ф(Р) в окрестности 5 (само собой предполагается, что при 
этом Ф(Р) остается непрерывной в окрестности 5), ни от закона 
образования равномерно сходящихся последовательностей (5) и (6)*. 


$ 2. Разрешимоеть и уетойчивееть проблемы Дирихле. 
Гармоничеекая мера 


Введем ряд определений, касающихся, с одной стороны, вопроса 
разрешимости проблемы Дирихле, и с другой стороны, вопроса 
устойчивости. 

Определение 1. Точка О поверхности 5 называется пра- 
вильной точкой (относительно проблемы Дирихле), если, какова бы 
ни была непрерывная функция ©(Р), все предельные значения 


* Все отмеченные свойства функции ис были впервые получены УМепег’ом 
(10с. с. ). 
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функции и,(Р) при Р->О равны 9(0). Если все точки поверх- 
ности 5 суть правильные точки, то очевидно, что при любой не- 
прерывной функции Ф(Р) функция и,(Р) будет равномерно непре- 
рывна в области О и ее предельные значения на 5 будут совпадать 
со значениями $ (0); в этом случае мы будем говорить, что для 
области Д проблема Дирихле всегда разрешима. 

Определение 2. Мы’ скажем, что точка Р области Р есть 
точка устойчивости проблемы Дирихле, если для любой не- 
прерывной функции Ф(Р) будем иметь 


ира): 


Если каждая точка области Ш) будет точкой устойчивости, то, 
в силу доказанного выше ($ 1), для любой непрерывной функции 
ф (Р) последовательности (5) и (6) будут равномерно сходиться внутри 
Л к одной и той же функции и. (Р) = 0. (Р); в этом случае мы ска- 
жем, что проблема Дирихле устойчива внутри области Ш. 

Мы скажем, что ‘точка Р. поверхности 5 есть точка устой- 
чивости проблемы Дирихле, если точка Р есть правильная 
точка и если при любой непрерывной функции Ф (М) имеем 


пи’. (М) = На О, . (РУО (А): 
М->Р п > < 


Если, какова бы ни была непрерыввая функция Ф(Р), после- 
довательность (6) будет равномерно сходиться на 5 к Ф(Р), а вну- 
три О к и.,(Р), то мы скажем, что проблема Дирихле устой- 
чива в замкнутой области. 

При выяснении связи между разрешимостью проблемы Дирихле 
и ее устойчивостью на ряду с введенным понятием мы будем су- 
щественно пользоваться понятием гармонической меры, хорошо 
изученным в случае плоской задачи. 

Определение 3. Пусть А произвольная конечносвязная об- 
ласть, граница Х которой состоит из конечного числа замкнутых 
поверхностей Жордана, и пусть К произвольное замкнутое мно- 
жество поверхности У. Построим семейство {0(Р)} всех супер- 
гармонических функций правильных в Д и таких, что 1) 0 (Р) =0 
всюду в ДА и 2) какова бы ни была точка О множества Ё, все 
предельные значения 0 (Р) при Р > О не меньше 1. Гармони- 
ческой мерой множества Ё в точке Р, РСА, относительно 
области Д мы назовем нижнюю границу значений функций О (Р) 


семейства { П(Р)} в точке Р. Это число мы будем обозначать, по 
аналогии с плоским случаем, через С (Е, А, Р): 
С(Р, А, Р) = ни {0(Р)}. 


Имея понятие гармонической меры замкнутого множества, не- 
трудно построить всю теорию гармонической меры. Пусть О есть 
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открытое множество поверхности У; за гармоническую меру О мы 
примем число 
С (0, 4, Р=1—С(С0, А, Ь, 
где через СО обозначено замкнутое дополнение к множеству О. 
Пусть теперь ЕЁ есть произвольное множество поверхности У 
и пусть {0} есть семейство всех открытых множеств, содержа- 
щих Ё. Верхней гармонической мерой множества Е мы назовем 


нижнюю границу гармонических мер множеств О семейства {О}: 


С (Е, А, Р) = пи С (0, А, Р). 
За нижнюю гармоническую меру множества ЕЁ мы примем число 
С(Е, А, Р) =1—С (СЕ, А, Р), 


где через СЕ, как раньше, обозначено дополнение к Е. Множество 
Е мы будем называть гармонически измеримым, если его верхняя 
и нижняя гармонические меры совпадают; в этом случае их общее 
значение мы назовем гармонической мерой множества Е: 


С(Е, А, Р) =С(Е, А, Р) =С(Е, А, Р). (7) 


Отметим несколько элементарных свойств гармонической меры, 
существенных для дальнейшего. Докажем прежде всего, что гармо- 
ническая мера С (Е, А, Р) измеримого множества Е, рассматри- 
ваемая`как функция точки Р, есть гармоническая функция, не- 
прерывная в области А. 

Пусть сначала множество ЕЁ замкнуто. Рассмотрим произ- 


вольную сферу ©, содержащуюся в Д. Заменим каждую функ- 


цию И семейства {и непрерывной функцией 0’, совпадающей 


с 0 вне с и гармонической в с.Нижняя граница {| и } совпадает с 
нижней границей | [Й }; кроме того, семейство { 0 }, будучи огра- 
ничено снизу, компактно внутри с. Следовательно, нижняя гра- 
ница ия } и 10} будет непрерывна в ©, то-есть С непрерывна 
в А. Но так как С, кроме того, есть нижняя граница супергар- 
монических функций, то отсюда следует гармоничность С в Д. Если 
теперь Ё открытое множество, то гармоничность С (Е, АД, Р) следует 
из равенства С (Е, А, Р) =1—С (СЕ, д, Р). Пусть теперь Е есть 
произвольное гармонически измеримое множество. Построим по- 
следовательность открытых множеств О», содержащих Ё, так, чтобы 
на всюду плотном множестве точек области Д 

Пт С (О„, А, Р)=С (Е, А, Р). 

п>со 
Семейство гармонических функций С (Е, А, Р) нормально. Это вле- 
чет за собой выполнение написанного предельного равенства всю- 
ду в Д и гармоничность С (Е, А, Р). Из доказанного свойства гар- 
монической меры, в частности, следует, что если хотя бы в одной 
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точке области (С обращается в нуль, то она равна нулю тождественно. 
Таким образом, свойство множества Ё точек У иметь гармоническую 
меру нуль не зависит от положения точки Р в области ДА. 

Пусть Л, и ДА, две конечные области, содержащие одну и ту же 
точку Ру, такие, что 1) границы У, и У, областей ДА, и Д, состоят 
из конечного числа замкнутых поверхностей 3Жордана, 2) об- 
ласть Л, содержится в области Д, и 3) существует множество Ё, 
принадлежащее ‘одновременно и Ух и ». При этих условиях, 
в силу принципа максимума, всегда имеем 


С (Е, Ат, Р.)= (Е, Дь, Р 6). (8) 


причем если гармоническая мера множества Е относительно обла- 
сти ДА, отлична от нуля, то знак равенства может достигаться 
только при совпадении областей ДА, и Д.. 

Из неравенства (8) легко получить следующее предложение, 
существенное для теории гармонической меры: всякое открытое 
множество имеет положительную гармоническую меру. 

В самом деле, пусть О есть произвольное открытое множество 
поверхности %, пусть О точка этого множества и пусть 2, о > 0, 
есть расстояние от точки О до множества, дополнительного к О. 
Фиксируем в области Д точку Ру, отстоящую от О не больше, чем 


1 
на р, и построим сферу с с центром в точке Р, радиуса =. 


Пусть О, есть часть поверхности сферы о, расположенная вне А; 
тогда, с одной стороны, очевидно имеем 


С (О, в, Рь) > 0; 
с другой стороны. применяя дважды (8), получим 
С (0, А, Р.) >С (0,, в, Р)), 
отсюда окончательно 
СОА. 


Опираясь на определение гармонической меры, нетрудно также 


получить следующее свойстьо: пусть дана последовательность об- 
ластей 


т 
ограниченных поверхностями Жордана У, У,,..., Уь,..., сходя- 
щаяся к АД и такая. что последовательность 

АЕ > 

о ее. >, . 


равномерно сходится к поверхности У; пусть, кроме того, на каж- 
дой из поверхностей последовательности задана область, на У„ об- 
ласть О», так что при п-» со область О„ равномерно сходится к 
некоторой области О поверхности У, т. е. каждая точка О есть пре- 
дельная точка для точек О„, и все предельные точки последова- 
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тельности Р,, Р., ..., Р»,... такой, что Р.С О,» лежат на О, тогда 
как предельные точки СО„ лежат вне О. При этих условиях для 
любой точки Р, области Д имеем 

117 @ (О», А», Р,) = 2, А, РБ,.. 

Отметим в заключение еще некоторые предложения относи- 
тельно гармонической меры, имеющие место в известных теориях 
мер. 

Каково бы ни было гармонически измеримое множество, всегда 
существует содержащееся в нем замкнутое множество, гармониче- 
ская мера которого сколь угодно мало отличается от гармониче- 
ской меры данного множества. 

Если дано счетное число непересекающихся гармонически из- 
меримых множеств, то их сумма будет гармонически измерима, 
причем ее гармоническая мера будет равна сумме гармонических 
мер данных множеств. 

Если дана счетная последовательность гармонически измеримых 
множеств таких, что каждое следующее содержится в предыдущем, 
то их произведение будет гармонически измеримым, причем его 
гармоническая мера будет равна пределу гармонических мер дан- 
ных множеств. 


$ 3. Апрокеимация непрерывной функции на поверхноети 
Жордана 


Доказательства ряда предложений об устойчивости задачи Ди- 
рихле опираются на следующую теорему *: 

ТЕОРЕМА 1. Пусть УХ простая поверхность Жордана (гомео- 
морфная плоскому кругу или сфере) и /(Р) = {(х, у, =) функция, 
определенная и ограниченная во всем пространстве 


|1 (%, у, 2) | <® 
и непрерывная вне поверхности У. С другой стороны, пусть А,, 
Д,,..., Аи, .,. Последовательность областей, сходящаяся к поверх- 


ности ** У, каждая из которых содержит У и ограничена анали- 
тической поверхностью. Через Т„(Р) мы обозначим гармоническую 
функцию, принимающую предельные значения }(Р) на границе У» 
области А». Если функция {(Р) непрерывна на некотором замкну- 
том множестве Е поверхности У, то последовательность У„(Р) 
сходится равномерно к {(Р) на Е. 

Доказательство этой теоремы основывается на следующей вспо- 
могательной геометрической лемме: 


* М. Ке!аусВ её М. Гаугеп&1е{1, Сотрёез Вепатз, $. 202, 1936; 
Изв. Тбилисского мат. инст., 1937. 

** Т. е. если точка Р„ содержится в ДА», то все предельные точки после- 
довательности Р., Р.,..., Р,.... лежат на У. 
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ЛЕММА 1. Пусть Х простая поверхность Жордана и О\, Оз,..., 


О,,... последовательность открытых множеств, границы кото- 
рых Н:, Н»,..., Н»,... состоят из конечного числа аналитиче- 
ских поверхностей. Допустим, что 

1° последовательность О, О», ..., Ол... сходится к Х (т.е. 
если точка Р» принадлежит к О», то все предельные точки по- 
следовательности Р., Рь,..., Ри,... лежат на У); 


2° объем каждого множества О» превосходит некоторое фи- 
ксированное положительное число 4. 

При этих условиях площади поверхносией Н» неограниченно 
возрастают вместе с п. 

Переходя к доказательству леммы, сделаем прежде всего сле- 
дующее замечание. 

Пусть @ множество континуумов С, расположенных в некото- 
рой плоскости и удовлетворяющих условиям: 1) число областей 
смежности каждого континуума С превосходит два; 2) два различ- 
ных континуума С’ и С’’, принадлежащие @, не имеют общих 
точек. Тогда множество @& счетно. 

В самом деле, каждому континууму С множества @ мы можем 
поставить в соответствие три квадрата 41, 42, 4з, которые принад- 
лежат различным областям смежности континуума С и вершины 
которых имеют рациональные координаты. Пусть С’и С”’ два раз- 
личных континуума множества © и (41, 42, 93), (91, 92, 43’) соот- 
ветствующие тройки квадратов. По условию 2) континуум С’’ со- 
держится в одной из областей смежности С континуума С’ и, 
следовательно, по крайней мере два из квадратов 4:, 95, 93 с0- 
держатся в С. С другой стороны, область С содержит только один 
из квадратов 41, 4>, 4з. Отсюда следует, что системы квадратов, 
соответствующие различным континуумам С’ и С’’, также раз- 
личны. Множество всех систем из трех квадратов с рациональными 
вершинами счетно и, следовательно, & {огог1 множество © счетно. 

Пуеть теперь Ё замкнутое плоское множество такое, что каж- 
дый континуум С, содержащийся в Ё, имеет не более двух смеж- 
ных областей, и пусть К произвольно большое положительное 
число. Тогда существует открытое множество О, содержащее Ё 
и обладающее следующим свойством: какова бы ни была область ©), 
ограниченная аналитическими кривыми и принадлежащая О, имеет 
место неравенство 


1> Ко, (9) 


где с есть площадь О, а [ — длина границы ©. 

В самом деле, пусть Р произвольная точка Ё, а С наибольший 
континуум, содержащий точку Р и принадлежащий множеству Р. 
Континуум С либо не разбивает плоскости (и может, в частноети,, 
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выродиться в точку Р) либо разбивает плоскость на две части. 
Обозначим через 9 (С) область, содержащую континуум С и обла- 
дающую следующими свойствами: 

1° Если С не разбивает плоскости, область 3 (С) односвязна, 
в противном случае $ (С) двусвязна. 

2° Расстояние от каждой точки $ (С) до континуума С не пре- 
вышает 9 (›— положительное число, которое будет фиксировано ниже). 

3? Если Г. часть границы $(С), принадлежащая одной из 0б- 
ластей смежности С континуума С, то расстояние от произвольной 
точки границы С до Г не превышает р. 

4° Граница области $ (С) не содержит точек множества ГР. 

На основании леммы Воге]-Гефезеце все множество Ё может 
быть покрыто конечным числом областей (С). Пусть $(С,), 


8 (С.),..., 9 (С») эти области. Обозначим через О открытое мно- 
жество, получаемое после удаления граничных точек областей 
$ (С), 3 (С.),..., 9(С») из суммы этих областей. По построению 


областей $3 (С») и на основании свойства 4° областей 9 (С) множе- 
ство О содержит множество РГ. 

Мы докажем, что если число о достаточно мало, то построен- 
ное открытое множество О обладает указанным выше свойством: 
какова бы ни была область ©, ограниченная аналитическими кри- 
выми и содержащаяся в О, имеет место неравенство (9). 

Пусть О область, содержащаяся в О. Так как О содержится 
в сумме областей 9 (С»‚) и не содержит граничных точек этих об- 
ластей, то область © также не содержит граничных точек 3 (С») 
и, следовательно, содержится целиком в одной из этих областей. 
Пусть 9 (С) эта область. Мы можем предполагать, что область О 
или односвязна или двусвязна и в последнем случае внутренний 
контур области ©) не стягивается в точку внутри 3 (С). В самом деле, 
рассмотрим область ©’, ограниченную внешним контуром области 
О и тем из ее внутренних контуров, который не стягивается 
в точку внутри $ (С) (если такой контур существует). Область ‹’ 
принадлежит $3 (С), площадь ее не меньше, чем площадь О, а длина 
границы О’ не превосходит длины границы ©. Следовательно, если 
мы докажем, что для области О’ удовлетворяется неравенство (9), 
то тем более это неравенство будет иметь место для О. 

Для доказательства неравенства (9) мы будем различать два 
случая. 

Случай 1: континуум С или не разбивает плоскость или диа- 
метр внутренней области смежности С превышает 35. 

Разобъем всю плоскость на квадраты со стороной 2. Пусть 8 
один из построенных квадратов, содержащий точки О. В силу 
свойств 2° и 3° области 8 (С) концентрический квадрат 6’ со сто- 
роной 50 должен содержать точку Р границы области ©. Точка р 
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расположена на одной из граничных кривых области ©. Пусть Г 
эта кривая. Пусть 6’ квадрат, концентрический с 5, с0 стороной 72, 
1(5) длина дуги Г(5) кривой Г, расположенной внутри 5’’. Если 
1(5) < 2, то кривая Г замкнута и расположена целиком внутри 9 
так как Г имеет точку на 5’. В этом случае область ОФ односвязна 
и ограничена кривой Г. В самом деле, диаметр внутренней смеж- 
ной к С области превышает 30 и, следовательно, диаметр всякой 
не стягиваемой в точку в области 3 (С) замкнутой кривой превы- 
шает о. Применяя изопериметрическую теорему, имеем 


лс 
Е б. 10 
р (10) 


та: 


Допустим теперь, что [(5) =2. Площадь с(5) части ©, содер- 
© © Ля вы 
жащаяся в 6, не превосходит 2? и, следовательно, Ро 


Заметим, что если [(5) > хотя бы для одного квадрата, то это 
неравенство имеет место для всех квадратов 8, содержащих точки &@, 
так как в противном случае, как мы видели выше, длина всей 
границы О не превосходит 2. С другой стороны, любая точка & 


я 


принадлежит одному из квадратов 6 и содержится не более чем 


мил 


в 49 квадратах 65”’. Суммируя по всем 6, содержащим точки ©, 
получаем 


СЗ: К або 
>> 3 =щ.. (11) 


Случай 2: диаметр внутренней области смежности к С не 
превосходит 32. 

Пусть 6 квадрат, содержащий точки О. Концентрический квад- 
рат со стороной 50 содержит в этом случае точку Р внешней 
граничной кривой Г области О. Мы снова рассмотрим квадрат 8”’ 
со стороной 75. Если длина дуги Г, лежащей в одном из квадра- 
тов 5’’, не превосходит ©, то опять имеем оценку (10); в против- 
ном случае имеет место оценка (14). 

Таким образом, если только 49 Кр < 1, то неравенство (9) удо- 
влетворено. 

Перейдем теперь к доказательству нашей леммы. 

Пусть У простая поверхность Жордана, заданная уравнениями 

да (и, о) узи), оао) бо. 

Не ограничивая общности, мы можем предположить всегда, что 
поверхность У содержится в кубе 0 < х, у, 2<1. Обозначим через 
ГКх множество точек поверхности У, расположенное в плоскости 
х = с0пзё. Множество Р, замкнуто. Множество Ё, только для счет- 
ного числа значений х может содержать континуум, разбивающии 
плоскость более, чем на две части. В самом деле, в противном 
случае мы имели бы в плоскости (и, о) несчетное множество соот- 
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ветствующих континуумов, не имеющих попарно общих точек 
и каждый из которых разбивал бы плоскость (и, ©) более, чем на 
две части. Пусть Ё множество значений 1 таких, что соответствую- 
щее множество К, не содержит континуума, разбивающего пло- 
скость более, чем на две части. Очевидно, тез В = 1. 
Рассмотрим последовательность открытых множеств О\, О.,..., 
О„,..., удовлетворяющих условиям леммы. Мы можем предпо- 
ложить, что границы Н»„ множеств О, не содержат плоских 
участков. Обозначим через О„„. плоское открытое множество, со- 
стоящее из всех точек О», расположенных в плоскости 5 = с0п$%, 
а через Н»„х границу множества О„х. Граница Н»„х состоит из ко- 
нечного числа аналитических кривых, принадлежащих Н»„. Пусть 
М№ произвольно большое положительное число, Е„ множество всех х, 


для которых имеет место неравенство 
9 


2№ 
длина (Н»х) = —— площадь (Ох), 
где а — число, определенное в условиях леммы. 
Из доказанного выше предложения и из сходимоети Ох к ЕЁ, 
следует, что Им ЕЁ, = ЕЁ и поэтому при достаточно больших значе- 
ниях п имеем 


тез Е, >1—=. 


Но если выполнено написанное неравенство, то 


а < объем (0,) < - и ( площадь (Ох) 4х = 
Ея 
<> +5м | длина (Н»») 42 = 5 + 
Е» 


[22 
5\ площадь (1). 
откуда 

площадь (Н») > № 
и, следовательно, 


т площадь (Н») = ©. 


®—> < 


Установленная лемма позволяет перейти к доказательству 
сформулированной теоремы. г 

Функция !(х, у, 5) непрерывна на замкнутом множестве Е; 
следовательно, существует число о, обладающее следующим свой- 
ством: колебание }(х, у, 2) во всякой сфере с центром в точке Ё 
и радиуса 32 не превосходит заданного наперед положительного 


числа >. Обозначим, кроме того, через ® полное колебание фун- 
+ 


кции /(Р). 

Построим область ДА, содержащую поверхность У, ограниченную 
связной аналитической поверхностью и обладающую следующим 
свойством: какова бы ни была область ©, принадлежащая ДА, ограни- 
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ченная аналитическими поверхностями и объем которой превосходит 


З "\ 
Е: ё, площадь границы ©) превосходит К = 16%? (1 + ет 


« 


Существование такой области Д есть следствие только что дока- 
занной леммы. В самом деле, если такой области не существует, 
мы могли бы построить последовательность сходящихся к Х обла- 
стей От, объемы которых превосходят &, а площади границ кото- 
рых остаются меньше К, что противоречит лемме. 

Так как области Д„ сходятся к У, начиная с некоторого п, все 
области Д„ содержатся в ДА. Мы докажем, что если область Д„ при- 
надлежит Д, то во всякой точке Р множества Ё имеет место не- 
равенство 


Г(Р) —=<И,(Р) < Е(Р) - =. (12) 


Так как число = произвольно мало, из (12) следует равномер- 
ная сходимость функций Г„(Р) к }(Р) на множестве Е. 

В самом деле, пусть Р точка множества Е. Обозначим через с, 
сферу радиуса г с центром в точке Р. Пусть 8» наибольшая связ- 
ная часть области Дь, содержащая точку Р и принадлежащая Сзр- 
Обозначим через С„ границу области 8. 

В сфере 0з› мы определим непрерывную функцию Ф(Р) следую- 
щим образом: 

1° В сфере с»р имеем 


Ф(М) =/(Р) +. 


2° Вне сферы с»› имеем 


ФМ) (РНЕ («—%), 


где г — расстояние от точки Р до переменной точки М. Заметим, 


что 
пари [аа 
33 
= 2% (‹ — +). 


Пусть теперь И/„ гармоническая функция, значения которой на 
границе б, совпадают со значениями $. В области 5, имеем нера- 
венство 


Ул = Йа. 
В самом деле, на части О, содержащейся внутри бзр, 
Ир ГР) Ека И 


так как в сфере 636 колебание } не превосходит <; на части гра- 


ницы С», лежащей на поверхности сферы 9зр 
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У» < /(Р) +о=И,, 


так как граничные значения ТУ, в 8, не превосходят {(Р) - ®. 
На основании принципа максимума всюду в 8» имеем И, < И’,. 
Мы докажем теперь неравенство 


И’, (Р) = (Р) в, 


из которого, очевидно, следует правая часть неравенства (12). 

Обозначим через 8, (а) множество точек области 8„, которые 
принадлежат сфере с», и в которых удовлетворяется неравенство 
И’» > а, и пусть Г, (а) часть поверхности уровня И/„ = а, содержа- 
щаяся в 9. Если удовлетворяется неравенство 


а>/(Р++, 


то граница множества 6» (а) состоит из Г» (а) и части поверхности 
сферы сз), так как на части границы 8„, принадлежащей сфере 02 
имеем 


И’, = /(Р) ++. 
Мы докажем прежде всего, что объем множества 8» (1 (Р-+ =. 


203 
не превосходит Ре. В самом деле, в противном случае, обозначая 


через у нормаль к поверхности уровня в точке области 8», имеем * 
3 (У, 8,) =: (25) 4 ау 42 
[4 : 


и в силу неравенства Шварца 


97, Ры 
(О 4244: ) 
бп 
$ (И, 5,) > объем (9») — 
й 2 
РЕ 
: . ЗИ» 13 
РАТИ а | площадь Г» (а) * бу" @% |, в 
а—/(Р)+* 


так как а постоянно, если 4у расстояние по нормали между 
У 


двумя бесконечно близкими поверхностями уровня; нижний пре- 
дел интеграла мы взяли, имея в виду, Что в области 


и, >/(Р++. 


23 
Если объем области 8» ((Р)+ >) превосходит Ре, то при 


* Как и выше, $ (Т,, 6) обовначает интеграл Дирихле функции Я в об- 
ласти 6. 
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а</(Р)- г объем д, (а) также больше о так какд,. (1 (РУ >) 


в этом случае содержится в 8, (а). 

Имея в виду, что 8„(а) всегда содержится в А, заключаем из 
свойств Д, что площадь границы 8„(а) превышает К. Эта граница 
состоит из Г, (а) и части поверхности сферы 5, площадь которой, 
очевидно, не превосходит 16522; поэтому 


площадь (Г» (4)) > К — 16тр? = 481. (14) 
Область 5„ содержится в 0зр; следовательно, 
объем (5„) < 36123. (15) 
На основании (13), (14) и (15) заключаем: 
3 (И, 8,) > 4про?. 
С другой стороны, на основании принципа Дирихле 
$ (И/», 5.) < $ ($, 5) = $ ($, 035) < 4про?. 


Таким образом, мы получили противоречие и, следовательно, 


объем 8» (1 (Р) +5) — (16) 


Из неравенства (16) вытекает, что можно найти сферу с,, 2 = 
<г=< 20, такую, что поверхностная мера множества Е® точек по- 
верхности сферы с,, принадлежащих к 8, (иР+-), не превы- 


Это? 


шает —_-=. В самом деле, в противном случае 
Ще 
объем 8» (1 (Р) + :) = \ тез # 4г > РЕ, 
у р 
Пусть И/„ гармоническая функция, определенная в сфере о,, гра- 
ничные значения которой на Е” равны /(Р)-{ ®, а в точках по- 
верхности с,, лежащих вне Е”, равны /(Р) ее. Обозначим через 


б„ наибольшую связную часть 8», содержащую точку Р и содержа- 
щуюся в б,. На множестве Е” имеем 


И’, = /(Р) Не=И», 


остальные части границы 8» совпадают с частями границы 8,, ле- 
жащими внутри с’, и, следовательно, внутри 055; поэтому в этих 
граничных точках 


И’, =/(Р) + -; = И’,. 


На основании принцииа максимума в 8, имеем И’, < И//. Приме- 


няя теорему о среднем значении к функции И’, в сфере о,, полу- 
чаем 


О ПРОБЛЕМЕ ДИРИХЛЕ 565 


:  шез Е® 


И’ (Р) = ИР) жа) ЗАИР) +. 


Вспоминая, что И’, (Р) > И/’„(Р) =И,(Р), имеем 
У, (Р) = /(Р) + :. 


Совершенно аналогично доказывается левая часть неравен- 
ства (12). 


$ 4. Некоторые редукции вопроса об устойчивоети в граничной 
$ точке 


При обозначениях, принятых, в $ 1, пусть на поверхности 5 
нам даны две точки Р, и Р, и пусть кусочнонепрерывная функ- 
ция Ф(Р) равна нулю в 6:-окрестности * точки Р,, равна у (у> 0) 
в р>-окрестности точки Р, и ограничена снизу фиксированным 
числом —А (Ё>0). 

РЕ О ии Р р: 
ф(Р) = У, РР. 
Ф(Р) > —Ё всюду. 


При этих условиях существует функция $ (у), Е (У) > 0, Ш = (у) =0 


такая, что при всех п достаточно больших будем иметь при РР, <= 
Л 
= 5 Р1 
Ио (РУ (У), 
пе ( ) ( ) } (17) 


где и„.(Р) и ПО„.(Р)—функции, определенные в $ 1. 
Ограничимся доказательством второй части неравенства (17). 
Обозначим через $0 и 5 части поверхностей $, б„, расположен- 
ные в р:-окрестности точки Р, и через $®, 50 части, расположен- 
ные в р›-окрестности точки Р,. Фиксируем число =. В силу тео- 


ремы 1 ($ 3) существует такое число //;, что из положительности 
ВР), п =Л, ва $® т-=М,, будет следовать неравенство 

0, (Р) > —: (18) 
для всех точек 11 - окрестности точки Р,, расположенных в слое, 
заключенном между поверхностями 5т и %5,. Кроме того, в силу 
отмеченных выше свойств гармонической меры существует такое 


т 1 
число №, что при п > М, гармоническая мера поверхности $®`бу- 
дет превосходить некоторую положительную константу & 


О Пе (19) 


* р-окрестностью множества Е мы будем называть совокупность всех точек, 
расстояния которых до Е не превышают о. 


й 
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для любой точки Р области 4м,. Отсюда заключаем, что всюду 
в области ам, при п > /, имеем 

0» о (Р) > 9— Е (1—9), (20) 
т.е. при у достаточно большом функция ПО»„„(Р) будет положи- 


тельна в замкнутой области 4м,, а следовательно, в силу специаль- 
ного подбора числа М'\, при п большем №, и №,, функция О» (Р) 


0 
будет большер—= во всех точках 5. -окрестности точки Р,, при- 


надлежащих )„. Наше утверждение полностью доказано. 

Приведенные рассуждения, очевидно, автоматически переносятся 
на случай конечносвязных областей; в частности, мы получим сле- 
дующее предложение: 

Пусть с есть поверхность сферы, принадлежащей области Г. 
Обозначим через Л область, ограниченную © и б, а через 5, ид, 
области, ограниченные с и, соответственно, поверхностями $, и 
5„. Фиксируем на поверхности 5 точку М. Пусть с, (Р) (У, (Р)) 
гармоническая функция правильная в области 6, (Д,„) и удовлет- 
воряющая следующим условиям: 


ь, (Р)>=А (Ё>0) в области 8, , 

У, (Р) > —Ё (А>О0) в области А, , 

г, (Р) =У, (Р) =0 в р-окрестности точки М, 
г, (Р) =И, (Р) =уУ на поверхности од. 


При этих условиях, как бы мало ни было число в, при у до- 


статочно большом, во всех точках ть - окрестности точки М, принад- 


лежащих 2, (4,), будем иметь 
г, (Р)>—:, Г.Р —:. 
Докажем теперь следующую лемму. 


ЛЕММА 2. Построим три специальных последовательности 
гармонических функций 


и Ото 
о 
Па > 


Функции И, и И, правильны в области ПО„, функция У, в 
области А„, причем И„(Р) совпадает с функцией ПИ„„(Р), где 
ф(Р) заключена между нулем и единицей, равна нулю в некото- 
рой окрестности точки М, поверхности 5 и равна единице в не- 
которой окрестности другой точки М, той же поверхности; функ- 


ция 0, (Р) = (Р); прио(Р)у= не, где т есть расстояние от 


некоторой фиксированной точки Ру области ШП до точки Р;. функ- 
ния У,(Р) равна нулю на 5, и равна 1 на в. При этих обозиа- 
чениях камсдое из трех следующих условий 
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п—> со - й 

1 [0] "(М — В 
т - :) Ром р о 
НшУ, (М1) =0 (23) 


есть условие, необходимое и достаточное для того, чтобы точка 
М: была точкой устойчивости. Кроме того, казюдое из этих условий 
есть условие, достаточное для того, чтобы М, была правильной 
точкой. 

Необходимость условий (21) и (22) есть следствие определения 
устойчивости. Докажем необходимость условия (23). Для этой 
цели допустим, что 


а а (М, 0 

п—>>со 
и построим непрерывную неотрицательную функцию ©9(Р), равную 
нулю в р-окрестности точки М, и равную У, у > 0, в 2-окрестности 
некоторой точки М» поверхности 5. Число о мы выберем при этом 
настолько малым, чтобы 2-окрестности точек М, и М, не пересе- 
кались, а число У выберем настолько большим, чтобы при всех 
достаточно больших п на поверхности с имело место неравенство 


о (Ру, (24) 


Такое у существует в силу отмеченных выше свойств гармониче- 
ской меры. Из неотрицательности Ф и неравенства (2%) следует, 
что всюду в области Д, будем иметь 
РИ, 
Следовательно, 
Вл Оо (М,) >29. >0; 


ип—>со 


замечая, что ©(М,) = 0; отсюда заключаем, что М, не есть точка 
устойчивости. 

Переходя к доказательству достаточности условий, ограничимся 
рассмотрением условий (22) и (23), ибо доказательства достаточ- 
ности (21) и (23) вполне подобны. 

Начнем с доказательства достаточности условия (23). Нам 
нужно доказать, что при соблюдении условия (23), какова бы ни 
была функция ©(Р), определенная и непрерывная в окрестности 
поверхности 5, всегда имеем 


т Оно (М!) =©(М,), Ни О, {Р) =$ (М,), 
пй— со РМ, 
а также 
Пт и, (Р) =©(М,). 
Р-Мь 
Для этой цели фиксируем функцию $Ф(Р) и произвольное по- 


ложительное число Е. Определим теперь число |) настолько малым, 
7* 
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чтобы в 45- окрестности точки М, колебание функции © (Р) не пре- 
восходило число ет Построим вспомогательную функцию ф(Р); 
обладающую следующими свойствами: 1) Ф(Р) определена и не- 
прерывна в окрестности поверхности 5, 2) Ф(Р Шо во всех 
точках 20-окрестности точки Му, 3) колебание ф(Р) в 42-окрестно- 
сти точки М, не превосходит =) 4) $(Р) = 5(Р) вне 42-окрестно- 
сти точки М,. В силу принципа максимума, очевидно, имеем 


19» (Р) — Оль (Р)| = > [#п,е (Р) — ит» РЕ - >. (25) 


Кроме того, в силу рассмотрений, сделанных в начале этого 
параграфа, существует положительная константа у такая, что при 
всех достаточно больших значениях п во всех точках Д,„, принад- 


лежащих о-окрестности точки М,, будем иметь 
0, +(Р) + \И„(Р) >9 М) — 5, и 
О, + (Р) — УИ» (Р) < (М) - = 


Аналогично, обозначая через с„(Р) гармоническую функцию, пра- 
вильную в области 5» и принимающую на $„ значение нуль, а на 
с значение единица, будем иметь 


Ит,ф (р ) Е ус, (Р ) - ФМ) — 


(27) 
Ил,6 (Р) — ус» (Р) < ®(М,) + у 


©] © та 


для всех точек области 0», принадлежащих э-окрестности точки Л, . 
Из неравенств (26) и (27) получаем 


|9» (Р) —Ф(М,)| < 2И» (Р) + = : 
[$ (Р)—$(М,) | < 2%, (Р) + --. 


С другой стороны, в силу условия (23) и непрерывности функции 
У, (Р) найдутся такие числа Ми 1, О< ур, что во всех точках 


замкнутой области /), принадлежащих \-окрестности точки Му, 
будем иметь 


ОВ 


но так как в силу принципа максимума при п > М 


У» (Р) < Ук(Р) 
и при всех п 
„(Р) < Ух(Р), 


то, следовательно, во всех точках замкнутой области О, прин: д- 
лежащих 7-окрестности точки М,, при п > М будем иметь 
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Ч (Р) —Ф(М,)| < 5, (28) 
а для всех точек области би принадлежащих той же окрестности, 
14, (Р)—9(М,)| < =. (29) 


Сопоставляя неравенства (25), (28) и (29) при п >> №, оконча- 
тельно получаем 


1» (Р) —9 (М) <, [и (Р) —$(М,)| < -., 


что полностью доказывает высказанное утверждение. 

Из доказанной достаточности условия (23) нетрудно показать 
достаточность условия (22). В самом деле, рассмотрим функцию 
Грина для области Ди: 


где г есть расстояние от точки Р, до точки Р. Построенная функ- 
ция И,„(Р) отрицательна в области )» и равна нулю на поверх- 
ности 5,. Обозначим через — и (&>0) ее максимальное значение 
на сфере с. В силу принципа максимума будем иметь 


0> — ВУ, (М,) > И, (М,), 
но так как по условию 
1 И (М,) = 0, 


п > со 
то, следовательно, 


т У, (М,) =0, 


п> < 
т. е. из условия (22) следует условие (23). 

Рассуждения, вполне подобные приведенным при доказательстве 
леммы 2, позволяют установить следующий критерий правильно- 
сти точки поверхности 5: для того чтобы точка Р поверхности $5 
была правильной точкой, необходимо и достаточно существование 
гармонической функции И (М), правильной в /) и такой, что 
а 0749) = 1, 2-ОМ) = 1: ъ облави 0. 


м -Р 
ГЛАВА П. ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ 0Б УСТОЙЧИВОСТИ 


$ 5. Связи между различными понятиями уетойчивоети и разре- 
шимоети проблемы Дирихле 


Начнем с выяснения связи между вопросами разрешимости 
и устойчивости проблемы Дирихле. В силу леммы 2 мы имеем 
здесь прежде всего следующее предложение: 

ТЕОРЕМА 2. Если точка М поверхности 5 есть точка устой- 
‘ивости, то эта точка М есть правильная точка (относительно 
проблемы Дирихле). 
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Установим теперь связь между устойчивостью внутри области, 
в замкнутой области и разрешимостью проблемы Дирихле. 

ТЕОРЕМА 3. Если проблема Дирихле всегда разрешима в об- 
ласти Ри если проблема Дирихле устойчива впутри О, то опа 
устойчива в замкиутой области В: 

В самом деле, пусть о (Р) произвольная функция, определен- 
ная и непрерывная в некоторой окрестности поверхности 5. В силу 
условий теоремы и определений, принятых в $ 1, функция и. (Р) 
равномерно непрерывна в области /) и принимает на поверхности 
5 значения © (Р); кроме того, внутри области Л имеем 

ПРЕ (30) 
ТЕ => < 
причем сходимость равномерная внутри области /). 

Заметив это, фиксируем произвольное положительное число = 

и определим число т так, чтобы из неравенства 


|0» (Р) — из (Р)|< =, 


при и > т на поверхности $т, следовало неравенство 

10» (Р) —Ф(Р)[< в, 
при п > т на поверхности 5. Существование такого числа т сле- 
дует из теоремы 1. Фиксировав т, в силу равномерной сходимо- 
сти последовательности О, Оъь..., Ил... внутри О, мы 


можем определить такое число №, М> т, что при п > М на по- 
верхности $„ будем иметь 


|0’. (Р) — и. (Р)|< 5; 


но в таком случае в силу выбора числа т и принципа максимума 
при # > Л в замкнутой области 70) будем иметь 

[неги (Р)|< =. 
Теорема полностью доказана. 

Совершенно аналогично на основании теоремы 1 можно по- 
строить доказательство следующего утверждения. 

ТЕОРЕМА 3’. Если проблема Дирихле устойчива внутри об- 
ласти 0, то каждая правильная точка границы 5 области р 
есть точка устойчивости для проблемы Дирихле. 

При выводе критериев устойчивости в области оказывается 
весьма существенным редуцировать общую задачу устойчивости 
к устойчивости проблемы Дирихле в отдельных точках. Мы имеем 
здесь следующие теоремы: 

ТЕОРЕМА 4. Для того чтобы проблема Дирихле была устой- 
чива внутри области 0), необходимо и достаточно, чтобы. множсе- 


ство точее неустойчивости поверхности 5 было ипозсоством гар- 
мопической меры нуль. 
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Докажем сначала достаточность условия. Фиксируем произволь- 
ную функцию ©(Р), определенную и непрерывную в окрестности 
поверхности 5. Обозначим через Е совокупность точек устойчи- 
вости поверхности 5; в силу условия теоремы имеем 

С (Е, ИТ Ро) =1; (31) 
кроме того, в каждой точке 1/ множества ЕЁ имеем 
Пт О», « (М) о. ВР) НЫ #(Р)=Ф(М). 
58 ма 


> < > 1 


Заметив это, обозначим через А, верхнюю границу значений 
разности И. (Р) —и.(Р) и рассмотрим функцию 


7 ==. и 
У, (Р) = К, —И.(Р)- из(Р). 
Гармоническая функция У, (Р) неотрицательна в области 0), при- 
чем все ее предельные значения на множестве Ё равны К;; сле- 
довательно, в силу (31) имеем 
Т, (Р) = &.6 (Е, 2, Р) = К, 
т. е. в области 
0. (Р)— и, (Р)=0. 
Вполне аналогично, обозначая через А, верхнюю границу раз- 
ности и, (Р)—О.(Р) и рассматривая функцию 
У, (Р) = К, —и.(Р)— 65 (Р), 
мы докажем, что в области 2 
и, (Р)—-в(Р) 0. 
Таким образом 
ПАРУ Е), 
т. е. проблема Дирихле устойчива внутри области О. 
Докажем теперь необходимость условия. Для этой цели допу- 
стим, что множество Ё точек неустойчивости поверхности 5 имеет 
положительную гармоническую меру 


С (Е, Р, Р)>0, 


и докажем, что в этом случае проблема Дирихле не будет устой- 
чива внутри /). В самом деле, обозначим через У„(Р) и с»(Р) 
гармонические функции, правильные соответственно в областях Д» 
п0,* и принимающие на поверхностях 5„, $ значения 0, а на 


1 О 
сфере с значения и, (Р) т где о есть радиус сферы 9, а о (Р) = 


[ 72 
=. Последовательность функций 
РР 
И, а. ГР. (32) 
* где А, согласно обозначениям. принятым в $ 3, есть область, ограничен- 


ная поверхностью 5, и поверхностью сферы з с центром в точке Ру, прин д- 


лежащей /); 6, есть область, ограниченная $) И 5. 
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монотонно убывает в Л, а последовательность 
Рори (33) 


монотонно возрастает, причем в силу леммы 2 в каждой точке ЛГ 


множества Ё имеем 
Пт У, (1) > 0. 


п>>® 
Отсюда заключаем, что существуют два положительных числа 5 
и у такие, что на некотором множестве Е’, ЕС ЕЁ, 

С (Е’, 4, Р,) > 1, 
будем иметь 

Пт И, (М) >, 


ис 


где А есть область, ограниченная $ и об, а Р, — фиксированная 
точка области А. 

Обозначим теперь, соответственно, через Ё» и е„шж множества 
точек поверхностей 5 и 5», в которых 


(Му Е 
Множества А, и ет суть открытые множества; следовательно, 
та С (ве т, , Р) >6(ЁВ,, ВА, Р)). 


тс 
Кр›ме того, так как последовательность (32) монотонно убы- 
вает, то множество Ё„ содержит множество ЕЁ’, и следовательно, 
при любом 7 имеем 
(3 (Е), и. В) №> 1. 
Отсюда заключаем, что, каково бы ни было число п, при № 
достаточно большом, совокупность точек поверхности $т, в которых 
г Ук 7 ` 
ме — | „ (Р) — св (Р) > в, 
будет иметь относительно точки Р, гармоническую меру большую 1. 
но в таком случае, так как всюду И, (2) > с» (Р), будем иметь 
У, (Р,) — см (Р,) > 81. 
Следовательно, обозначая соотвегственно через У (Р) и с(Р) пре- 
делы последовательностей (32) и (33), всюду в области А будем 


иметь 


у (Р) > = (р). (34) 


1 
Полагая, как и раньше, © (Р) = рр › Докажем, что функции 
0 


из (Р) и И, (Р) не совпадают внутри О. Допустим от противного, 
что 
у 3 
и, (Р) = 0, (Р), 
н) в таком случае, полагая РР, =г, получим 


У (Р) = 0, (Р)+-; 
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кроме того, по построению 
1 
в (Р) = (Р) +”; 
следовательно, всюду в области ДА имеем 
{Руб 
что противоречит (34). Теорема полностью доказана * 
Сопоставляя теоремы 2, 3, 4, мы получим как следствие тео- 
рему, дающую возможность судить 06 устойчивости в замкнутой 
области по устойчивости в граничных точках: 
ТЕОРЕМА 5. Если каждая точка поверхности 5 есть точка 


устойчивости, то проблема Дирихле устойчива в замкнутой 
об ласти. 
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$ 6. Формулировка результатов 


В предыдущих параграфах были даны определения устойчи- 
вости задачи Дирихле и было показано, каким образом различные 
определения связаны между собой. Для того чтобы оправдать эти 
определения, мы покажем теперь, что неустойчивость задачи 
Дирихле в самом деле может иметь место. Очевидно, что всякая 
иррегулярная точка границы области является точкой неустойчи- 
вости. Уже отсюда следует, что если задача Дирихле не всегда 
разрешима в области /), то она неустойчива в этой области. Однако 
существуют области /), в которых задача Дирихле разрешима при 
любых непрерывных данных и в то же время неустойчива. Мы 
докажем следующее предложение: 

Существует односвязная область О, ограниченная простой 
замкнутой поверхностью Жордана 5, имеющей конечную площадь, 
и обладающая следующими свойствами: 

1° Проблема Дирихле разрешима в области О) при любых ие- 
прерывных данных на 5. 

2? Проблема Дирихле неустойчива внутри области О. 

3° Множество точек неустойчивости границы О имеет по- 
верхностную меру нуль. 


& 7. Вепомогательные предложения из теории потенциала 


При построении области 0), обладающей указанными свой- 
ствами, мы будем опираться на три вспомогательных предложения 

* Не существенно меняя доназательство необходимости условия, можно 
также получить следующий результат: для того чтобы проблема Дирихле 
была устойчива внутри области Ш), достаточно, чтобы она была устойчива 
в одной точке области 2. 
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из теории гармонических функций, на доказательстве которых мы 
остановимся прежде всего. 

ЛЕММА 3. Пусть Х система конечного числа кусков аналити- 
ческих поверхностей, У потенциал простого слоя с непрерывной 
плотностью, распределенной на У. 

Каковы бы ни были положительные числа Е и 1, можно по- 
строить непрерывную во всем пространстве функцию И’, обладаю- 
ную следующими свойствами: 

1° У есть потенииал простого слоя с непрерывной плотностью, 
расположенной на конечном числе сфер 01, 6»,...,0и, центры ко- 
торых лежат на У. 

2° Сумма площадей поверхностей сфер ск не превосходит 1. 

3° На каждой сфере сь функция И принимает постоянное 
значение, равное значению ТУ в центре вь. 

4° Во всем пространстве имеет место неравенство 


ИИ | < :. 


В самом деле, заданная функция У может быть представлена 


в виде 
о 45 


УР = [| 
где А—расстояние от точки Р до точки М поверхности \, 5—плот- 
ность слоя на Хи 45— элемент поверхности У. 

Обозначим через Р какую-нибудь точку №; пусть У(Р) некото- 
рый односвязный кусок У\, содержащий точку Р. Мы назовем 
внутренним радиусом г’ куска У(Р) (относительно точки Р) верх- 
нюю грань радиуса сферы с центром в точке Р, не содержащей 
точек У, не лежащих внутри У(Р). Внешним радиусом участка 
У(Р) относительно Р мы будем называть нижнюю грань радиусов 
сфер с центром в Р, содержащих У(Р). Очевидно, г’ Г”. 

Имея в виду, что У состоит из конечного числа кусков анали- 
тических поверхностей, легко убедиться, что существует число А 
такое, что, каково бы ни было число 8, область У может быть 
разбита на конечное число кусков У\(Р,) с внутренними и внеш- 
ними радиусами г, ит, и площадями $», удовлетворяющими сле- 
дующим условиям: 


еб ль, ИТ (а) 
Перейдем теперь к построению сфер 51, 0.,...,50». Обозначим 
через |4 максимум |2(М)| и через $ площадь %. Пусть 4 число, 


обладающее следующим свойством: какова бы ни была сфера ра- 
диуса 44 с центром Р, интеграл 


У 
МР’ 
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НЕ на часть У. содержащуюся в этой сфере, не 
превосходит у ВЕ Я Легко показать, что такое число сущест- 
вует, в И о характера У. 


Пусть теперь 5 число, удовлетворяющее неравенствам 


х 5 а? & $ = 
анну * (Ь) 


и такое, что при М.М. < 25 

[У (М) и(М,)! < .. 
р (с) 
2 (М,)-—8 (и, | 


у 
Разобьем поверхность У на части В удовлетворяющие 
условиям (а). ВЕ с; мы обозначим сферу с центром в точке Р, 


Г; 


й 


и радиуса ок = 5 г. и- О, Из неравенства 2; < -- и из определе- 


ния чисел , ‘следует, что сферы с», не имеют общих точек. По- 
строенные т. удовлетворяют условию 2° леммы. В самом деле, 


У пл ( (с») = У Ато = Усть т . =. = й. 


так как площадь У(Р,) превосходит А 
Функцию И’ мы определим теперь следуютцим образом: 1) И’ = 
—=Т (Р») внутри и на границе сферы ск; 2) вне сфер 5» функция И” 
есть решение задачи Дирихле, исчезающее на бесконечности и при- 
нимающее на поверхностях о, постоянные значения У (Р,,). 
Очевидно, что построенная функция удовлетворяет условиям 1? 


и 3° леммы. Остается доказать, что удовлетворяется условие 4” 


Условие 4°, очевидно, выполняется внутри каждой из сфер 5%, 
так како ол, < 5, а при Р.М < 5 
1 (М) —=Г(Р,) < т 


Докажем, что условие 4° выполняется вне сфер 5,. Для этого мы 
рассмотрим вспомогательную функцию 
= 5.0 (Р..) 
ор) = УХ 
(П) РРь 
гармоническую вне сфер 5,. Мы покажем прежде веего. что 


вне сфер с,. Функция Г—У гармонична в области №,. лежащей 
вне сфер с» и У, и исчезает на бесконечности. Поэтому достаточно 


доказать, что предыдущее неравенство выполняется на границе 
этой области. Рассматриваемая разность может быть записана 


о 5. Р(Р»). е о (М) 4 
: И РРь РМ |. 


в виде 
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Точка границы 0, принадлежит к одной из частей этой границы, 
состоящей из участка У(Р»), лежащего вне с», и поверхности ок. 
Пусть / индекс этой части. Имеем в силу (а), (Ъ) и определения р» 
ры ЕЕ 
РР; Е 
Рассмотрим теперь члены суммы такие, что хотя бы одна точка 
У(Р») попадает в сферу радиуса 4 с центром в точке Р. Вслед- 
ствие того, что п; <5< 4, для этих слагаемых У(Рь) содержится 
в сфере радиуса 34 с центром в точке Р. 
Если А-], то, обозначив через М произвольную точку Х (Р»), 
можем написать 


1 ' РМ РАНЫ 
РР» РМ РРь `РМ — РРь 
и так как при А-)] имеем РР, >г, ‚ г, < Аг,, получаем 


. 


откуда 


5:0 (Ру; 
Имея в виду оценку для ат и полученное неравенство, мо- 


) 
жем для суммы всех мы слагаемых написать 


«НЦ чо 


РР, о РИ 
где интеграл, стоящий справа, распространяется на часть У, ле- 
жащую внутри сферы радиуса 44 с центром в точке Р; но тогда 
по самому определению числа 4 получаем 


% |< 


) 


РМ 


| о\ 
Остается еще оценить сумму У” слагаемых, обладающих сле- 
дующим свойством: У(Р») лежит целиком вне сферы радиуса 4 с 
центром в точке Р. Имеем 


| уг <)” | о ( (Рь) )5к г (м) 45$ и 
а т РР, ь РИ 
У(БЬ) 
а | а |2 (М)—р(Р») | 43 ь РМ-—РРк 
=. - Р, Е 0 || - 
т \ РМ м: РМ . РРь 
У(Р;) >(Р») 


Но в области У(Р») имеем МР, < 25 и, следовательно, в силу (с) 
|Р(М) — о (Ри) |<, |1 РМ — РР, |< 25 
кроме того, РР >а, РИ>аи |2 (Р»ь) | < Ц, поэтому в силу (Ъ) 


А 3 $ 
м <вТиЗь 
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сл 
а] 
ые 


и, следовательно, 


[И (Р) —У(Р) |=. РЖ - 


Оценим теперь разность | П — И”| в области )., лежащей вне 
сфер к. Функция ПИ — И’ гармонична в области /[) и исчезает 


на бесконечности, поэтому достаточно ее оценить на границе /).. 
В точке Р границы ОД, имеем И’ =У(Р,), поэтому 


ВОР РС ЕЕ РУЕЫ (РИ 
Таким образом, в области /)› имеем одновременно два неравенства 


И Пи 


55| ® 


< 


откуда следует 
[И— И! <: 

и, следовательно, условие 4’ леммы выполняется. Это полностью 
доказывает лемму 3. 

Отметим следующее специальное предложение, которое нам 
потребуется непосредственно при конструкции области 0. 

ЛЕММА 4. Пусть о;, в.,..., 6» конечное число сфер, лежащих 
внутри сферы Пь, И (Р) непрерывная функция, определенная внутри 
До, гармоническая всюду в Пь за исключением поверхностей сфер 
с„, обрашающаяся в нуль на границе Оу и равная единице в сфе- 
рах бь. 

Существует система сфер зь т, обладающая следующими свой- 
ствами: 

1° Сфера вит лежит внутри сферы сь. 

2° Сумма площадей поверхностей сфер сит пе превосходит 1%. 

3° Непрерывная в 0, функция П(Р), гармоническая вне по- 
вертностей сфер вт, равная нулю на границе Бу и единице на 
границах с, т, удовлетворяет неравеиству 


|0 (Р)-—1(Р)|< Е. 


Это предложение есть непосредственное следствие леммы 3. 
Пусть б, сфера концентрическая с б„, содержащаяся в 0», и И’(Р) 
непрерывная в /» функция, гармоническая во всех точках Ду, не 
лежащих на поверхностях ©,, обращающаяся в нуль на поверх- 
ности Ду и в единицу на поверхностях 6,. Если радиусы сфер с, 
достаточно близки к радиусам соответствующих сфер с,, то 
имеем * 

* В самом деле, если 0, и р, радиусы сфер 5, и 5, ал, радиус наиболь- 
шей концентрической с 5. сферы, принадлежащей )., то на основании прин- 
ципа максимума имеем в слое между сферами радиуса р, ил 


Вы", | й 
РЕ (и), 
Г -РЬ К 


К 
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й $ РЕ 

ПУ (35) 

Функция У’(Р) может быть представлена как сумма потенциала 

простого слоя У’, лежащего на поверхностях {0 } и Т., лежа- 
щего на поверхности До: 


7’ (Р) =У, (Р) Е У, (Р). (36) 


На основании леммы 3 мы можем построить сферы бь,ш с центрами 


‚ ре) о 
на поверхности С, ‚ удовлетворяющие условиям 1 и2 ‚› и потен- 


циал простого слоя ИУ\, лежащего на поверхности этих сфер, 


удовлетворяющий неравенству 


М РеЕИ, (РЯ< (37) 


3! о 


всюду, и неравенству 


Е 


Е 
м 


на поверхности 9, Но тогда функция О — У, — У, гармоническая 
т. о 


з 


в По, всюду, кроме поверхностей с, „, на этих поверхностях и на 


& 
границе /»% не превосходит -;; следовательно, всюду в Ду эта 


функция остается меньше, чем а Это вместе с (35) и (37) дает 


и (38) 


о 


и из (35) следует выполнение свойства 3. 

ЛЕММА 5. Пусть Г. система конечного числа дуг аналитиче- 
ских кривых, Е замкнутое множество, не имеющее общих точек 
с Г. Тогда существует окрестность А (=) системы дуг Г,, обладаю- 
шая следующими свойствами: 

1’ Замкнутое множество Е и замкнутая область А (=) не имеют 
общих точек. 

2? Какова бы ни была область О, содержащая Е, и гармони- 
ческая в области Б функция И, удовлетворяющая неравенству 
10| <Ти обращающаяся в нуль на части границы ПШ, лежащей 
вне области А (=), па всем множестве Е удовлетворяется неравен- 


ство 10| <... 


где А— расстояние от центра ы. до Р. В частности, на сфере <, получим 


у’ (Р) > р, 1 А-В ) 
и ”‚-Рь 


и так как 7’(Р) <1, то отсюда следует, что на <, имеем У’(Р) -> 1, но 
тогда всюду в И, 


У’ (Р) -> Г{Р). 


О ПРОБЛЕМЕ ДИРИХЛЕ 


В самом деле, пусть 0<=< 1. Обозначим через { сумму длин 
дуг системы Г, а через о расстояние между множеством ЁР и си- 
стемой линий /,. Рассмотрим функцию 


где А—расстояние от некоторой точки Р до точки М системы 
линий [. Пусть Д(=) множество точек, в которых И(Р) > 1. 
ДА (=) содержит систему линий Г. На множестве РЁ, очевидно, 


имеем И’ <Е и, следовательно, Ё и Д(=) не имеют общих точек. 
Пусть Р произвольная область, содержащая К, а И функция, 
определенная в 0) и удовлетворяющая требованиям, поставленным 
в 2°. В точках границы О), лежащих вне Д(=), имеем 


=0.— И’, 
а в точках границы ), принадлежащих Д (2), 
ПИ. 


На основании принципа максимума, всюду в ) имеет место не- 
равенство П < И,, а следовательно, на множестве К имеем ПИ < Е. 
Аналогично покажем, что на этом множестве (>> — ;. 


$ 8. Конетрукция области се неуетойчивой задачей Дирихле 


Теперь мы можем перейти к построению области, удовлетво- 
ряющей условиям предложения, сформулированного в начале 
этой главы. 

Пусть Ду сфера радиуса 1 с центром в начале координат и $ 
произвольная положительная величина. 

Построим системы конечного числа сфер в, ,,, определяе 


мые следующим образом: система о», состоит из одной сферы 


1 
радиуса >- с центром в начале координат. Остальные системы сфер 
должны удовлетворять следующим условиям: 

а) Сфера бк,...к, Содержится в бл, 

Ъ) Сумма площадей поверхностей всех сфер ськ,...в„ не пре- 
восходит 2”. 

с) Пусть О» непрерывная в Р, функция, гармоническая всюду, 
кроме точек поверхностей сфер в,” Обращающаяся в нуль 
на границе Г» и равная единице на поверхности каждой из сфер 
°,,..'- Тогда имеет место следующее неравенство 

аа. Пи 


1» — |<  (>4) 
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Построение систем сфер, удовлетворяющих всем поставленным 
условиям, возможно в силу леммы 4. При этом мы можем считать, 
что ни одна из сфер 0, не содержит начала координат. 

„Пусть П совершенное множество точек, принадлежащих системе 
сфер с, /,...и„ ПРИ любом значении п. 


В силу Ь) множество Ш имеет поверхностную меру, рав- 
ную нулю. 

В силу а) и с) последовательность функций И„ сходится 
к функции 0, непрерывной в Ду и гармонической в области О®, 
получаемой удалением из О, точек множества И. На множестве 
(1 функция О принимает значения, равные единице. Имея в виду, 
что (, (0) =1, получаем 

0 (0) >1— =. 

Определим теперь систему аналитических дуг (ви,...к» следую- 
щим образом: дуги [к,к, соединяют некоторую точку Ро границы До 
с точками Рь,»,, лежащими на поверхностях о, „,. При этом дуги 
1, к, не пересекаются нигде, кроме точки Ру, и ни одна из них 
не проходит через начало координат. Дуги [вк,...к„_.: соединяют 


точку Рьл, ...к„_, Поверхности сферы бык, в, , СТОЧКами Ра 


лежащими на сферах б,, При этом дуги [4 и,... в. ё оста- 


ВВ 


ются внутри области с, ‚ _›‚ Получаемой удалением из сферы 
> а 


о —_ сфер оао а м. 
отличных от Рл, в- 


Пусть Дьл,...м Множество точек, отстоящих от 11 в,...к, На рас- 


стоянии, не превышающем а и принадлежащих области б, В в 
1А. ...Кд» 


Число 8, может быть выбрано настолько малым, чтобы выполня- 
лись условия: 
а) Множество 
о ХА», и 
1) 
не содержит контуров, не стягиваемых внутри него в точку. 
е) Площадь поверхности множества 


до = № ВИ 
(К, .-.Аю) 


не превосходит . 


Г) Какова бы ни была область О, содержащая начало коорди- 
нат, и гармоническая функция Н (Р), определенная в О, удовле- 
творяющая в О неравенству |Н (Р)| < 1 и обращающаяся в нуль 


в точках границы О, не принадлежащих 40), выполняется нера- 
венство 


| (0) [< = 
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Возможность удовлетворить условию !) вытекает из леммы 5. 
Что же касается условий 4) и е), то им, очевидно, удовлетворить 
можно. 

Через Р мы обозначим область, получающуюся удалением 
нз сферы [ху точек, принадлежащих множеству ЦП и всем множе- 
ствам 4. В силу условия 4) область р односвязна. Легко усмотреть, 
что граница области Ш есть простая замкнутая поверхность 
Жордава. Мы будем ее обозначать через 5. Часть 5, принадле- 
жащую границе сферы Ду, обозначим через 5,; множество точек 
5, получаемое удалением из 5 множеств П и 5%, обозначим через 
51. Пользуясь тем, что множество П имеет поверхностную меру 
нуль, и условием е), легко усмотреть, что 5 имеет конечную 
площадь 
ть 
7 

Докажем, что область Ш) удовлетворяет условиям предложе- 
ния, сформулированного в начале этого параграфа. Прежде всего 
мы покажем, что проблема Дирихле разрешима в. области ДР при 
любых непрерывных данных на поверхности 5. 

Заметим прежде всего, что всякая точка 5, принадлежащая 
5. - 91, есть регулярная точка. В самом деле, в окрестности такой 
точки Р поверхность 5 кусочноаналитична. Отсюда следует, что 
Р есть регулярная точка и, более того, точка устойчивости задачи 
Дирихле. Нужно еще показать, что любая точка множества 11 
есть регулярная точка. Для этого достаточно установить суще- 
ствование регулярной гармонической функции И’, определенной 
и ограниченной в О, обращающейся в нуль на части границы 5% 
и равной единице на 5, + Ц (см. 8 3). 

Пусть Д,„ область, получаемая удалением из сферы Ду мно- 
яжества точек Л„ = А‘) + 4) |+... + А) и точек, принадлежащих 
всем сферам п-го порядка в,,._,„„. Через О обозначим область, 


пл(5) < пл (50) + 


получаемую удалением из Ду всех сфер п-го порядка лы 


ыы 
Пусть И’„ гармоническая в О)» функция, равная нулю в точках 
границы О)», принадлежащих 5, и равная единице во всех точках 
границы О», принадлежащих Лу. Под О» мы будем подразумевать 
функцию, определенную в условии с). 
Имея в виду, что > бк,..в, Содержит 4) и все сферы 
(в, --. Ви) 


б и применяя принцип максимума, убеждаемся, что в обла- 


В.А, ..- Ви 
сти Ди 
У -Ил. 

п 
В самом деле, в точках границы Д»„, принадлежащих 39 м А, 
= тся неравенство 
имеем И/, = И/и.1, а на сферах ЗЕ. выполняетс р 


8 
ИМЕН. Серия математич., № & 


зу 
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Й, =1>И’„+1. Замечая, что И, >0, на основании теоремы 
НагпаскК’а заключаем, что последовательность ИЙ/„ сходится равно- 
мерно внутри О. Пусть И’ предельная функция этой последова- 
тельности. Функция И’ гармонична в ДО и имеет предельные зна- 
чения, равные нулю на 65%,, так как И < И’„. Предельные значения 
И’ на 5, равны единице, так как точки 5, регулярны. Остается 
доказать, что предельные значения И’ равны единице в точках 
множества П. В этом легко убедиться, сравнив области О и 2® 
и применив принцип максимума к разности И’, —0». Имеем 


в )» неравенство 
О» = И», 


и следовательно, 
И<И; 


но предельные значения И, а следовательно, и И’ на множестве И 
равны единице. 

Докажем теперь, что проблема Дирихле неустойчива внутри 
области Ш. 

В самом деле, рассмотрим функцию П0(Р), определенную на 
стр. 580. Функция 0 (Р) есть правильная гармоническая функция 
в области О, имеющая непрерывные предельные значения на 9. 

В начале координат имеем 


(0) > 4—=== (39) 


Пусть $ (Р) непрерывная во всем пространстве функция, совпа- 
дающая с О (Р) в сфере ЛД» и равная нулю вне сферы Ду. Значе- 
ния Ф(Р) на 5, очевидно, совпадают с предельными значениями 
О (Р) на 5. Мы покажем, что какова бы ни была односвязная 
область ШО’, граница 5’ которой есть поверхность Жордана, 


целиком лежащая вне области Д =Д- 5, гармоническая функция 
О’ (Р), определенная в О’ и имеющая на 5’ предельные значения, 
равные Ф(Р), удовлетворяет неравенству 


0’ (0) <. (40) 


Предполагая, что Е <> и сравнивая неравенства (39) и (40), 


убеждаемся, что проблема Дирихле с граничными данными на 9, 
равными Фф(Р), неустойчива в области РО. 

Докажем неравенство (40). Для этого заметим прежде всего, 
что точки поверхности 5’ лежат в области, образованной внеш- 
ностью сферы Ду и конечным числом множеств А®). В самом 
деле, если бы существовало бесконечное множество Дб, содержа- 
щих точки 5’, то расстояние между 5’и Ц было бы равно 
нулю и, следовательно, 5’и Ц имели бы общую точку, что не- 
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возможно по предположению. Пусть 4@, 4@®),..., А) суть все те 
области А®), которые содержат точки 5’. Обозначим через Нь(Р) 
гармонические функции, определенные вне Д®), принимающие зна- 
чение 1 ‘на границе 4®) и обращающиеся в нуль на бесконечности. 
Согласно Г) имзем 

| т 

|Н, (0) <=; 
с другой стороны, имея в виду, что Ф(Р) =0 вне П,, Ф(Р)<1 
в 2% и применяя принцип максимума, заключаем: 


0’ (Р) < Н, (Р) + Н,(Р) +... +Н„(Р) 


в области О’ и, следовательно, 
ИО... < 


Таким образом, ) удовлетворяет всем поставленным выше 
условиям. 

Заметим, что каждая точка неустойчивости границы 5 обла- 
сти О есть точка множества П. Множество ПЦ, как уже было 
отмечено, имеет поверхностную меру, равную нулю. С другой сто- 
роны, из теоремы 4 следует, что гармоническая мера множества 1 
положительна. Пользуясь свойствами с) и [), можно показать, 
что гармоническая мера ИП превосходит 14 —2е. Таким образом, 
имеем следующее предложение: 

Существуют односвязная область ГП, ограниченная простой 
замкнутой поверхностью Жордана 9 конечной площади, и совер- 
шенное множество Ц, лежащее на 5, поверхностной меры нуль 
и такое, что гармоническая мера ЦП в точке области О превосхо- 
дит 1— в, где = > 0 произвольно малое число. 

Отсюда, в частности, вытекает следующее предложение: 

Существуют односвязная область О, ограниченная простой зам- 
кнутой поверхностью Жордана 5 конечной площади, и ограничен- 
ная гармоническая функция, отличная от нуля и имеющая почти 
всюду на 5 предельные значения, равные нулю. 

В самом деле, всем условиям теоремы удовлетворяет гармони- 
ческая мера множества 11! 


ь рр) 


ГЛАВА ТУ. КРИТЕРИЙ УСТОЙЧИВОСТИ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 
Ь В ТГРАНИЧНОЙ ТОЧКЕ 


$ 9. Понятие внутренней емкости открытого множества 


Можно ‘указать критерий устойчивости задачи Дирихле в точке 


ГО = я 
границы 5 области О), аналогичный критерию У\епег’а для того, 
8* 
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чтобы точка границы была регулярной. Для формулировки этого 
критерия нам понадобится понятие внутренней емкости открытого 
множества, аналогичное обычному понятию емкости множества. 

Пусть О открытое множество, дополнение к которому есть 
связный континуум, содержащий бесконечно удаленную точку. 
Обозначим через О,,О., ..., Ов,... последовательность открытых 
множеств, обладающих следующими свойствами: 

а) Множество О„ содержится в О, ив О и при п-> © 


Пю О, = 0. 


Ь) Множество О„ ограничено конечным числом аналитических 
поверхностей и его граница Х„ является в то же время границей 
области, содержащей бесконечно удаленную точку. 

Построим последовательность функций У», гармонических вне 
множеств О„- Уи, имеющих на У„ предельные значения, равные 
единице, и исчезающих на бесконечности. 

Внутренней емкостью множества О мы будем назы- 
вать число 


где у есть нормаль к поверхности Х„, направленная вне множе- 
ства О„. В том случае, когда множество О есть открытое мно- 
жество, граница » которого есть сумма конечного числа аналити- 
ческих поверхностей, ограничивающих область, содержащую бес- 
конечно удаленную точку, внутренняя емкость множества О может 
быть определена непосредственно формулой 


| ЭГ 
= и \} ду 45. 


где У — гармоническая функция, определенная вне О-+ У, исче- 
зающая на бесконечности и имеющая предельные значения, рав- 
ные единице на ». 

В этом случае внутренняя емкость О совпадает с обычной 
емкостью О. Вообще говоря, внутренняя емкость А не превосхо- 
дит обычной емкости `) множества О. В этом легко убедиться на 
основании принципа максимума. 

Отметим следующее предложение, доказательство которого не- 
посредственно вытекает из принципа максимума: 

Пусть О открытое множество, дополнение которого связно, Е 
замкнутое множество, лежащее внутри О. Емкость множества Е 
не превосходит внутренней емкости множества О. 
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$ 10. Необходимое и достаточное условие устойчивости задачи 
Дирихле в точке 


Пользуясь определением внутренней емкости, мы можем сфор- 
мулировать следующую теорему: 

ТЕОРЕМА 6. Пусть Р еграничная точка 0, А внутренняя 
емкость множества Е„ точек дополнения к р=р- $5, расстоя- 
ние которых от точки Р заключено между 2" и 2". Точка Р 
является точкой устойчивости или точкой неустойчивости задачи 
Диритле в зависимости от того, расходится или сходится ряд* 


У те (44) 


И=1 


Доказательство этой теоремы опирается на следующую извест- 
ную лемму: 

Пусть О ограничено системой У аналитических поверхностей, 
У гармоническая функция, определенная вне О-- У, равная еди- 
нице на границе О и исчезающая на бесконечности, и пусть 1 
емкость В. Тогда 


т (42) 


< У(Р) < 


где г”’— максимальное и Г’— минимальное расстояние от Р до 


точек множества О = ОХ. 

Докажем теперь, что если ряд (44) сходится, то точка Р есть 
точка неустойчивости. 

Для этого подберем такое число т, что 


> Ая = =. (43) 


п=т 


Пусть 9 (М) непрерывная во всем пространстве функция, рав- 
ная нулю вне сферы от_, радиуса 2`"*" с центром в точке Р, 
принимающая значение единицы в точке Р и нигде не превосхо- 
дящая по абсолютной величине единицу. Мы покажем, что задача 
Дирихле в области 0), с граничными данными о (М) на 5, неустой- 


чива в точке Р. 


* Как известно, согласно УМ1епег’у точка Р границы 5 области В является 
регулярной или иррегулярной точкой, в зависимости от того, расходится или 
сходится ряд 


8 


У ой 
2 Ч, 
1 


| 


п: 


где 1» есть емкость множества Е, точек дополнения к Д, расстояние которых 
—9—1 


— 
ог Р заключено между 2 ИОь 
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В самом деле, пусть 5’ какая-нибудь аналитическая поверх- 
ность, лежащая вне области О, и 0 гармоническая функция, опре- 
деленная внутри области 0’ — 0, ограниченной поверхностью 5’, 
и принимающая предельные значения © (М) на 5’. Вся поверх- 
ность 5’ лежит вне некоторой сферы с центром в точке Р и ра- 
диуса 2 7. Обозначим через О, множество точек дополнения к Ш”, 
лежащее в слое, заключенном между сферами радиусов 2" +" и 2" 
с центрами в точке Р. Пусть И/„ гармоническая функция, опре- 
деленная в области 9„, являющейся дополнением к О„, исчезаю- 
щая на бесконечности и принимающая на границе \„ значения, 
равные единице. Тогда имеем 


ПИ Ив И та - га Иа Иа - 


В самом деле, на части границы 9’, лежащей вне сферы от_1, 
имеем ПИ =Ои ТТ. >0, а на части границы, лежащей внутри 
этой сферы, 0 < 1, Им а >14. 

С другой стороны, емкость множества О„ не превосходит 
А» и, следовательно, в силу (42) 


И’, (Р) < 21, 


а поэтому 
Ч 
И(Р) < У 7), < +. 


Это доказывает неустойчивость рассматриваемой задачи Дирихле 
в точке Р. 

Для того чтобы доказать вторую часть теоремы, мы отметим 
прежде всего следующую элементарную лемму: 

ЛЕММА 6. Пусть У(Р) гармоническая функция, определенная 
в сфере 2? -- у? -{ 2? < В, удовлетворяющая неравенству 0 < У (Р) < 
<1 и принимающая значение У, <1 в начале координат. Тогда 
в точке Р сферы 2? - у? 2? = 024, 0<60<1, удовлетворяется 
неравенство. 
у(Р) =, о) = И 


оды ДО лы 
ИЕР. (6-Е ИУ, < 


при этом знак равенства достигается для функции 0 (Р), имею- 
щей предельные значения, равные единице во всех точках сферы У: 
2 -- у? - =? = В, удовлетворяющих неравенству 


Ре 
соз (ОР, ОМ) >1—2У,, 


где М — произвольная фиксированная точка сферы 2? 4 у? + 2? = 
— А*, и предельные значения равные нулю в остальных точках 
этой сферы. 
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В самом деле, пусть У(Р) функция, имеющая непрерывные 
предельные значения и удовлетворяющая условиям леммы. Тогда 
имеем (полагая А = 1) 


[уд = [04 = 4. (44) 


х х 


С другой стороны, функция У выражается интегралом Пуассона: 


г (1—2) У (2) 4° 
Уч, | Ир — 20 с0з $)" ’ 


ть —> — 

где о =ОР и Ф есть угол между лучами ОР и ОМ. Имея в виду 
неравенство 0 < У(М) < 1 и т0, что множитель при У под знаком 
интеграла есть убывающая функция ф, заключаем, что 


у(Р) =О(Р). 


Непосредственное вычисление 0 дает П (Р) =} (4 , У.) 


Таким образом, лемма доказана для непрерывной в замкнутой 
сфере функции У. Предельным переходом легко ее распростра- 
нить на любую ограниченную функцию. 

Допустим теперь, что в точке Р поверхности 5 ряд (41) расхо- 
дится. Для того чтобы доказать что проблема Дирихле всегда 
устойчива в точке Р поверхности 5, согласно $ 3 достаточно пока- 
зать, что устойчива задача Дирихле с граничными данными на 5, 
равными единице в точках 5, принадлежащих сфере РМ =—<1, 
и нулю вне этой сферы *. 

В силу расходимости ряда (41) расходится один из рядов 


НЕ 


$=1 


Подобным изменением области ) мы можем всегда достигнуть 
того, чтобы расходился ряд, соответствующий /=3. Обозначим 


через О„ множество точек дополнения к области Р=р- 5, при- 


—3п—2 
надлежащее слою, заключенному между сферами радиусов 2 


вп -3 
а с центрами в точке Р, удовлетворяющее следующему 


условию: множество 0„ есть сумма конечного числа односвязных 
областей, каждая из которых ограничена аналитической поверх- 


1 
ностью; емкость \» множества О„ превосходит 5 Ази+о- Такие 


множества существуют в силу самого определения внутренней 
емкости. Очевидно, ряд 


РИ (45) 


* Мы считаем, что $ имеет точки, лежащие вне сферы РМ < 1. 
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расходится. Пусть И’„ гармоническая функция, определенная 


в области А», получаемой удалением из сферы РМ < 4 множеств 


0:,0., ..., О», исчезающая на сфере РМ =1 и имеющая предель- 

ные значения, равные единице на границах О;(/<п). Мы докажем, что 
НИ”, (Р) = 1. (46) 
п оо 


В самом деле, если это не так, то 
ИР) = “п (47) 
так как функции И/’„(Р) возрастают вместе с п. Имея в виду, 


У —3 
что И,(М)<1 и гармонична в сфере РМ =2^", на основа- 
ний доказанной леммы заключаем, что И’, (М) < Е<1 в слое 


2" 3 РМ <2 "*, где Ё зависит только от &. Пусть Н„(М) 
гармоническая функция, определенная вне О„, принимающая зна- 


чения, равные единице на границе О„ и исчезающая на бесконеч- 
ности. Положим 


й 3 
Н, (М) = (#— Ю) {Ни (М) — ыы} 
На основании (42) функция Н,(М) отрицательна при РМ = 
—2-*" (так как расстояние от таких точек М до всякой точки О 
—зи —3т-2) 
превосходит 2 — 2 ), а в начале координат 


Ш ты } >И юм”. 


9-88 __о—т—2 


Из указанных свойств Н» (М) следует 
И’: (М) >И’, (М) -Н, (М). 


В самом деле, правая часть отрицательна на сфере РМ = 4, 
а на границах О) не превосходит единицы. Таким образом напи- 
санное неравенство выполняется на границе области Аи1, а сле- 
довательно, и всюду в Ап. 1. Но тогда 


И’-1 (0) > 7, (0) + 2" 4 — +. 


Но это неравенство не совместимо с (46), так как ряд (45) расхо- 
дится. 


Пусть теперь ф (М) непрерывная вне р фуккция, равная еди- 


нице в точках сферы РМ = 1 и принимающая предельные значе- 
ния, равные нулю в точках 5, лежащих вне этой сферы. Пусть 
р, Р последовательность областей, ограниченных простыми ана- 
литическими поверхностями 5, сходящимися к 5. Обозначим че- 
рез И» (М) гармоническую в Л), функцию, принимающую на 5» 


значения Ф (М). Чтобы доказать устойчивость проблемы Дирихле 
в точке Р, достаточно показать, что 
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Ни, (2) =4. 
И—оо 
Множества О;, О., ..., От, начиная с некоторого момента, оста- 


ются вне области Ш)». Пусть 8, общая часть областей ДО; и Дм. 
На границе 5„ имеем 


0, (М) > И (М). 


В самом деле, в точках границы 8», принадлежащих 5,„, имеем 
О, =1, И’, <1, а в точках границы 8»„, принадлежащих сфере 
РМ =14, имеем О, = 0, И’, =0. Так как Р содержится в 8,, из 
доказанного следует 

О», (Р) > И’п (Р) 
и поэтому в силу (46) и так как ПО, (Р) < 1, 

ВР). 


п-—со 


Таким образом, теорема 6 полностью доказана. 


$ 11. Геометрический, достаточный критерий устойчивоети 


Доказанная теорема позволяет установить простое и наглядное 
геометрическое условие, достаточное для того, чтобы точка Р гра- 
ницы 9 была точкой устойчивости. 

Пусть с (т) поверхность сферы с центром в точке Р и радиуса г. 
Обозначим через 8(г) наибольший диаметр связной части множе- 
ства точек е(г) сферы с (г), принадлежащих дополнению к замкну- 
той области Д. Тогда имеет место следующее предложение: 

Для того чтобы точка Р поверхности 5 была точкой устойчи- 
вости, достаточно, чтобы существовали числа 7, > 0 и А> 0 такие, 
что при Г < №5 

бл. (48) 

Заметим прежде всего, что теорему достаточно доказать при & >14. 

Для доказательства этого предложения мы оценим снизу 
внутреннюю емкость множества е„ точек дополнения к р, заклю- 


ченных между сферами с, =с(2`") и в, =в(2"1"). 


1 
Допустим, что „г < То; тогда в силу (48) существует замкнутое 


множество м, содержащееся в е„ и обладающее следующими свой- 
ствами: 1) множество ](”) точек и, лежащих на с(г), либо пусто 
либо связно; 2) диаметр 4(г) множества }(т) удовлетворяет нера- 
венству 


аут" (49) 


1 1 
для множества 7) значений г, принадлежащих интервалу (и , =) ; 
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линейная мера которого превосходит о. где =„ сколь угодно 
малое фиксированное положительное число. 
Внутренняя емкость А„ множества е„ превосходит емкость \» 
множества м, поэтому нам достаточно оценить снизу число 1. 
Обозначим через Р;, Р;’ концы диаметра множэства }(г); пусть 


М (г, $) ближайшая к отрезку Р,Р;’ точка пересечения множества 
1#(г) с плоскостью, проходящей через точку $ отрезка Р;Р; и пер- 
пендикулярной к этому отрезку. Через р (5, г; М) мы обозначим 
расстояние от произвольной точки М до точки М (тг, $). Пусть 
точка М принадлежит сфере с (г’) и проектируется в точку $' пря- 
мой Р:Р:’. Тогда имеем 


р (5. Гз <) м. 


Пусть Р;” точка отрезка Р;,Р;’, совпадающая с Р;, если 4(т) < 
й ра ==, 
—= тт и Р;’ есть точка отрезка Р,Р,’, отстоящая на расстоянии 


д 2 1 
тя От Р; в том случае, когда 4 (г) = ет Построим гармоническую, 


вне множества }»„, функцию 


и 
4$ 
т,» = Ст ( аг | о (5, т: М) р 
с р?” 
где 
опк 


С" = 81+” (+1) 052] 


Функция И, всюду положительна и исчезает на бесконечности. 
Докажем, что Г, <1 во всем пространстве. В самом деле, пусть 
М лежит на с(г’) и $’ проекция М на Р.Р/’. Тогда легко усмо- 
треть, что 


отд 
45$ аа 
Ва Е. = 
ИЕ м) | |+ я! 
РуРт а ь, 
2х 


А [1 реТРеОАИО —10ви—"| } 


и следовательно, 
1 


Биг 
У лов (шир) юз 
; ‹ 


р : 
ея | |1 (кВ) — 108181} 48 = 


1 


——5в 


+ 
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86» {= (1 1085 )— (ыы (о (и) + 
Ня (1108 }. 


Оценивая разность двух первых слагаемых, пользуясь теоремой 
о конечном приращении, получаем 


у, (М) < 8С, Е <1. 


Вычислим еще коэффициент с» при В * (А? — 22 - у? + 5?) в раз- 


ложении Г,(М) по степеням —. Имеем 


так как множество значений г в интервале (2^", 2`"*"), для ко- 


торых 4(г) < 2-"^ имеет меру меньше =„. Подставляя значение С, 
имеем 
(2” — ея) 

8 [1 п (Е - 1) 105 2] ° 

По определению емкости множества мы можем построить зам- 
кнутую аналитическую поверхность %, содержащую множество }, 
и гармоническую функцию И’ (М), определенную вне У, исчезаю- 
щую на бесконечности, принимающую предельные значения, рав- 


сп > 


ные эдинице на У, и такую, что коэффициент с» при Ав разло- 
жении И’(М) по степеням т удовлетворяет неравенству 

и > ре 
где у„—емкость множества и. С другой стороны, разность 0’ — И» 
положительна вне У и исчезает на бесконечности; поэтому коэ?- 
фициент при г в разложении этой функции, равный си — си, ПО- 


ложителен и, следовательно, 
п > —Е> @®— Е, 
откуда 


— 
А 


т > ЗИ Ю5?] 


Вспоминая, что внутренняя емкость А» множества @„ превосхо- 
ДИТ и, а =, сколь угодно малое число, заключаем 


1 
А, 2 9%13 [1 п ( - 1) 1052] * 


У ка 
Отсюда‘ непосредственно следует расходимость ряда # Л, 
а следовательно, точка Р есть точка устойчивости задачи Дирихле. 
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ГЛАВА У. ПРИЛОЖЕНИЕ К ВОПРОСАМ АПРОКСИМАЦИИ ФУНКЦИЙ 
ГАРМОНИЧЕСКИМИ ПОЛИНОМАМИ 


$ 12 


Отметим в заключение одно приложение развитой выше теории 
х задаче апроксимации функций гармоническими полиномами. 

ТЕОРЕМА 7. Пусть Р есть область Жордана, для которой 
проблема Дирихле всегда разрешима. При этих условиях, для того 


чтобы любая функция Е(Р), непрерывная в замкнутой области № 
и гармоническая внутри О, была представима в № равномерно 


стодящимся в ) рядом гармонических полиномов, необходимо и до- 
статочно, чтобы проблема Дирихле была устойчива в замкнутой 


области Т. 

Докажем достаточность условия. Построим функцию © (Р), не- 
прерывную во всем пространстве и совпадающую с Е(Р) в 06б- 
ласти О. Построим, кроме того, последовательность аналитических 
поверхностей 


К норе С 


расположенных вне О), равномерно сходящуюся-к границе 5 об- 
ласти О. Пусть ПО»„(Р) есть гармоническая функция, правильная 
в области Д„. ограниченной 5,„, и совпадающая на 5„ со (Р). 
В силу условия устойчивости последовательность 0\(Р), П.(Р),... 

., О, (Р), ... сходится равномерно к функции Е(Р) в 
замкнутой области а другой стороны, так как Д, содержит 


Р и так как О„(Р) правильна в О», то отсюда следует, что су- 
ществует гармонический полином В, (Р), отличающийся от И», (Р) 


1 к = 
меньше, чем на -——, в каждой точке области ). Последовательность 


полиномов В, (Р), В, (Р),..., В, (Р),... есть очевидно искомая. 


Докажем теперь, в условиях теоремы, что если любая функ- 
ция Р(Р), непрерывная в [2 и гармоническая в р, изобразима 
равномерно сходящимся рядом гармонических полиномов, то про- 
блема Дирихле устойчива в замкнутой области В. 

Итак, пусть ©(Р) есть произвольная непрерывная функция, 
определенная в окрестности границы 5 области Ш). Так как со- 
гласно условию теоремы проблема Дирихле всегда разрешима 
для О), то существует гармоническая функция Р(Р), правильная 
в Р и совнадающая на 5 с функцией Ф(Р). Заметив это, фиксируем 
число =, = > 0, и построим согласно условиям доказываемой части 
теоремы гармонический полином В (Р), отличающийся от Ё(Р) 


в каждой точке ) меньше, чем на 5: 


ро ее. (50) 
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Отсюда, в силу непрерывности В(Р) и $(Р), существует окрест- 
ность ДА поверхности 5, для которой будем иметь 


|8 (Р)—$(Р)| <=. (51) 


Обозначим, как раньше, через И„„. (Р) гармоническую функцию, 
принимающую на поверхности 6, значения ©(Р). В силу прин- 
ципа максимума и (51) для всякой поверхности 5», принадлежа- 
щей Д, будем иметь 


Е 
|8 (Р)— 0, (Р)| <= (52) 
для всякой точки Р, принадлежащей О. Следовательно, для тех же 
точек Р будем иметь 
[Е (Р) — Он» (Р)[<в 
при всех достаточно больших значениях п. Так как =ё можно взять 
сколь угодно малым, а функция Ф(Р) была произвольная непре- 
рывная функция, то отсюда заключаем, что проблема Дирихле 


устойчива в р. 


Математический институт Поступило 
им. В. А. Стеклова. 4. УП. 1937. 
Академия Наук СССР. 


М. КЕГОУСН её М. ГАУВЕМТ!ЕЕЕ. $0В ГА ЗТАВИЛТЕ РЕЗ $010- 
ТТОМ$ ЮО РВОВГЁМЕ БЕ ОТВЕСНЕЕТ 


ВЕЗОМЕ 
1. 50% Ш) чп Ч4омаше 4е 1’езрасе М (х, у, 2) Пшие@ раг ипе 
зиг[асе ]ог4аплеппе 5, эпар!е её {еглаё. Сопз1Ч6гопз деих заЦез 4е 
Чотатез 
НЕ, Вы Мрт. 9 
И ЗЫ а 
1165 раг Ч4ез эатЁРасез апа!уйаиез, Г® раг 5® её цеПез дие 1ез 
5 зопь ехёёеигез а 2 =) - 6, 1ез 5 500$ 1п66г1еигез & Д, 1ез 
5 © 5° сопуегоеп6 ип!огтётейь уегз 5 рошг А-—> <. А®асвопв 
& спадие Гопсйоп сопипме ©(5, у, 2) 4еах заИез 4е Топсйопз 
Ваги1001419$ | 
РИО Во Ре Мо... . 
РИ ое О а НР, ОБЬ, 
ой 1а Гопсыоп Р® (М, <) ез% а6Йпле еф Вагтоплаие 4апз РО в 
сотс14е ауес $ (М) эиг |а эигГасе 59. Тез зийез РЭ её Р® соп- 
уегрепь уегз Чейх {Гопсиопз Пагтоп1диез дапз Д, 501% Р®) (М, ф) 
её РМ, ©) *. 


* 1.05 {00641015 РЧ> её Р*? пе 4брепдеп& чае 4ез уа]еигз 4е $ $иг 5. 
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Рё! 1161 опв. М8 Чтопз да’ап рой Мо 4е ДР езё ип 
ро1пф Че зфаЪ111%ё ромг 1е ргоёте 4е Оиле1еф 4апз Р, 
31, ЧиеПе чае 3016 1а !орсйсп сопапме $, 1ез уаештз ИшИез 4е 
Р@ (М, ©) её Р® (М, $) роте М -> Мо еь 4е Р^? (Мо, $) ропг п->- со, 
ех136е06 еб 3016 6ха1ез & © (Мо). 

$? ех13е пп рошф 4е маБИиеё пиемемг а О аогз свадае 
ро 16тетг А Ш) езф ап рошф 4е збаЪ 16; Чапз се саз поз 
Фтопз дае 1е рго те 4е иле 1еф ез6 а Ые а Гииёмемг 4е 2. 

51 спааче розпё 4е 5 езё ип рошё 4е зарИие, оп реш аётоп- 
(тег дие 1а зи Це Р® (М, ©) сопусгае ипИогтётеп& усгз Ф зг 5. 
Папз се саз попз Чтопз дае 1е ргоёте 4е ПОигасВеь ез5 эбаЫе 
4апз 1е доташе {егшё Л. 

2. шаачопз але]аиез гёзаЦабз сопсегпапф 1а а Иие 4а рго- 
Ыете 4е РимеШеу. 

ТНЕОВЁМЕ Т. Роиг 4а’ип рой тёоиЦег 4е 5 (раг гаррогё аи 
рго1ете ае РичеШе) зой ип ройы 4е ча Цие, И ея зи}зат 
дие [е рго]ете ае ОичлсМе зой чае а Гичетеиг 4е О. 

Сого ] | а1лге. Роиг дие 1е ртоМете ае РичеШе зой зас 
4апз [е аотате Тегтё О), И аш её И зи а 1° дие 1е ргоете 4е 
Рис Ве! зой 1оилоигз роз Ще 4апз О; 2° дие се ртоете зой за Ме 
а Гатечеиг 4е О. 

ТНЕОВЁМЕ П. Роиг дие 1е рго6те ае БичсШе зой за Ме 
а Риметеит ае О, И ез1 пеёсеззате её зи/Пзат дие Гепзет Ще 4е$ 
рот; фапяа 6 Цив ае 5 зой 4е тезите пагтотдие пиЦе. 

Ветагаиойз дае стадие епзет е 4е роз 4е 5 даче Гоп реш 
епегилег дапз ип зуз(ёте 4е зрЁёгез, 4опф 1а зотше 4е Ч1атёгез 
езё айзз1 ребце дае 1’оп уейф, ез6 4е паезиге Вагтоп1апе поПе. 

ТНЕОВЕМЕ 11. ДП еже ип аотате 0, аот 1а топиеёге 5 
ез1 ипе зитГасе уотдаплеппе а’ате Птле её 1еЦе дие 1е ргоете а4е 
ле Ще ез1 Зоиуитз роз Ме аапз О её ез1 тяа Ще а Голавтеиг ае О. 

Пе р!з, 1е 4доташе В реаь 61ге сопзита 4е 1еПе шаплёге дие 
ГепзетЪ Ме ЕЁ 4ез роицз 4’аащаБИие зой ип епзет ]е 4е тезиге 
зирегпеле!е пиПе. О’аргёз ]е {Т6огёте 11, сер епзете Ё езё &е 
позиге Нагтоп1аие розилуе. 

3. Бо. Е па епзетЫе. опмеь, В, В. ..., Вл. мае воще 
Ф’епзем ез оцуег(з сопуегаеап уегз Е; Е, езё соепа Фапз Е её 
за ГгопИёге 5» езь Гогтабе 4’ап пошЪте ПЙп1 4е зигГасез апаПИдиев 
Чеих & ешх зап; роз соттипз. О6з1епопз раг И, 1а Гопеоп 
Рагилол1ане, 46Пиле & Гех{6глосг 4е Ё, - 5, з’аппоа!ап® А РН 
`е{ зо г64и1запь а Рипиё заг 5). № из арре!опз сарас1фё 1п+6- 
втеиге (е ГопзотЫе оцуем Е 1е пошфге А А6Ний раг Рбоа№6 


Е р ва 
х = Ба дд | | о. 


у ап 1а погта]е тобрлецге 4е 5). 
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ТНЕОВЁМЕ ТУ. 50й М ип ротё ропиеге аа дотате Р. 2е- 
519топз раг Аь Фа сарасйв пиетеите ае Гепзет Де 4ез ройиз поп 


516$ дат = р- $ е а4от 1а @яапсе а М ей сотргзе етгте 
1 * и—1 у ый 
(5) е1 (;) . Аюгз, М е5ё ип рот 4е заб Иие ой поп зщ- 


хат дие фа зёетпе 4е аегте ввпегай „|2 @оегге ош сопоегре. 

4. Га помоп 4е заб ие Чи ргоёте 4е ОБимчеВ1еф езё еп гар- 
рог 41гесё ауес 1е ргоЪ]ёте 4е 1а гергёзепфа\от 4ез опс@опз раг 
Чез зёглез 4е ро]упбтез Вагтоп1ацез. 

ТНЕОВЁМЕ У. Готгздие 1е ртоБёте 4е ПачеМе езё роззйе 
4апз О, роиг дие спадие рюпсйоп сопйпие 4апз 1) её пагтопадие 
4апз О 501 1а Птие Фипе зиийе 4е ро упдтез Кагтотдиез итог- 


тётепф сопфегвете 4апз 0, И фа её И зи[и ие 1е рго те 4е 
РичдеШе! зой за Ме 4апз 1е аотате {егтё О. 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1937 
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СЛаззе дез зс1епсез Отделение математических 
таВетадиез е{ пазигеЙез и естественных наук 


А. Д. АЛЕКСАНДРОВ 


ЭЛЕМЕНТАРНОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ МИНКОВСКогГо 
И НЕКОТОРЫХ ДРУГИХ ТЕОРЕМ 0 ВЫПУКЛЫХ 
МНОГОГРАННИКАХ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


Дается элементарное доказательство теоремы Минковского о 
том, что выпуклый многогранник вполне определяется площадями 
и направлениями своих граней. Кроме того, доказывается, что вы- 
пуклый многогранник также вполне определяется направлениями 
и периметрами своих граней. 

Г. Минковский во вступлении к своей работе «АПсетеше 
Т,еЪгзА$7е арег 41е Копуехеп Ро1уе4ег» (1) писал: 

«Оег уогПпезепт4е Ал{Ё5 аби еп6з{апа Бе! Се]езепне1 уоп Уегзасвеп 
еп 10]сеп4еп Зах га Ре\елзеп, еп 1сВ зе16 18псегег Де16 уегтал- 
{ее ип Чеззей еететцаге Каззипе илсе ап! д1е Эс Вулег1окецеп 
зелпег \Уег117легапо зосВПеззеп 18550: \Уепп айз ешег епаЙсВеп 
АпгаВ] уоп 1ащбег Когрегл ши МаериюКке, 41е иапёег ештапаег 
пог 11 еп Вестептаисеп 2азаттепз6оззеп, з1сВ ел Копуехег Кобгрег 
ап! ап, зо Ваё 1езег з6еёз ефеаШз$ етег Майера». 

Минковский получил эту теорему как следствие другой, более 
общей теоремы, являющейся основным результатом его упомяну- 
той работы о многогранниках: 

Выпуклый многогранник однозначно, с точностью до парал- 
лельного переноса, определяется заданием направлений и площа- 
дей его граней. Направление грани означает здесь напра- 
вление внешней нормали к ней. 

Доказательство этой теоремы, данное Минковским, основано 
на неравенстве Брунна, установление которого требовало далеко 
не элементарных и довольно сложных рассуждений. Это обстоя- 
тельство, отмеченное Минковским в цитированной выше фразе, 
ставило его теорему в особое положение среди других результа- 
тов теории многогранников. Поэтому оставалась потребность в 
таком ее доказательстве, которое по своей элементарности вполне 
соответствовало бы ее формулировке. 


о 
ИМЕН, Серия математич., № 4 9 
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В предлагаемой работе эта задача решается тем более неожи- 
данным образом, что, основываясь на результатах, уже давно 
известных в теории многогранников, я элементарным путем дока- 
зываю даже более общую теорему, из которой теорема Минков- 
ского получается как частный случай, правда, только для трех- 
мерных многогранников. 

Связь теоремы Минковского с неравенством Брунна оказывается 
обратимой: воспользовавшись теоремой Минковского, я доказываю 
неравенство Брунна для выпуклых многогранников. 


$ 1. Основные элементы применяемого метода 


В основании теории многогранников лежит известная теорема 
Эйлера. Опираясь на некоторое ее расширение, Коши доказал 
другую замечательную топологическую теорему о многогранниках, 
которую он применил к доказательству теоремы о равенстве вы- 
пуклых многогранников, одинаково составленных из равных 
граней. 

Теорема Коши, о которой идет речь, сослоит ‘в следующем: 
невозможно сопоставить каждому ребру выпуклого многогранника 
положительный или отрицательный знак, или нуль так, чтобы 
хоть одно ребро получило определенный знак (а не нуль) и чтобы 
при обходе вокруг каждой грани, на ребрах которой не стоят 
сплошь нули, получалось не менее четырех перемен знака *. 

Эта теорема и служит главной основой применяемого мною 
метода. Таким образом, идея Коши еще раз обнаруживает свою 
силу как средство доказательств, а потому я буду говорить о ней 
как о «принцине Коши». 

Другой важный элемент моих рассуждений представляет сме- 
шение выпуклых многогранников или многоугольников. Эта опе- 
рация, введенная Брунном, заключается в следующем. Пусть 
имеются два выпуклых многогранника Н, и Н, (или два выпук- 
лых многоугольника в параллельных плоскостях). Ссединим ка- 
ждую точку одного из них (включая и внутренние точки) с каждой 
точкой другого прямолинейным отрезком и возьмем геометриче- 
ское место середин этих отрезков. Оно будет выпуклым много- 
гранником (или многоугольником, лежащим в плоскости, парал- 


лельной плоскостям смешиваемых многоугольников), который 


обозначается ; (Н, +Н.) (4,5). 


* См. (°). Сам Коши не дал, как известно, исчерпывающего доказательства 
этой теоремы. Полное доказательство см., например (3). Теорема Коши форму- 
лируется обычно иначе: вместо обхода вокруг граней говорят об обходе вокруг 


вершин, но это не составляет разницы, как это видно, если перейти от дан- 
ного многогранника к дуальному. 
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Основное свойство операции смешения, которое’ нам понадо- 
бится, состоит в том, что каждый злемент огранения—грань, 
1 
в 
тате смешения элементов огранения, лежащих на многогранниках 
Н, и Н, в параллельных опорных плоскостях. (Здесь и в даль- 
нейшем параллельность опорных плоскостей, опорных прямых, 
граней и т. п. мы понимаем в смысле параллельности внешних 


ребро, вершина—многогранника (Н, +Н,) получается в резуль- 


- з 
нормалей к ним.) Грань на -; (Н, -Н,) может получаться от 


смешения пары параллельных граней, от смешения грани с реб- 
ром или с вершиной или еще от смешения пары непараллельных 
ребер, лежащих в параллельных опорных плоскостях на Ни Н.. 


1 
Ребро на — (Н, +Н») получается или от смешения пары парал- 


лельных ребер или ребра и вершины, лежащих на Л и Н, 
в параллельных опорных плоскостях. 

При смешении многоугольников Р, и Р, получается многоуголь- 

т 

ник (Р, - Р.), стороны которого суть полусуммы параллельных 
сторон многоугольников Р, и Р.. При этом если стороне одного 
из них не соответствует параллельная сторона на другом, то счи- 
тается, что она есть, только имеет длину нуль. Это условие мы 
будем далее иметь в виду без специальных оговорок. 


$ 2. Одна теорема о выпуклых многоугольниках 


Мы будем говорить, что многоугольник Р, помещается в много- 
угольнике Р,, если все точки Р, лежат в Р,. Если, кроме того, 
хотя бы одна сторона Р, попадает внутрь Рь, то будем говорить, 
что Р, помещается внутри Р.5. При рассмотрении сторон двух 
многоугольников мы будем сравнивать только стороны с парал- 
лельными внешними нормалями (помня условие о сторонах нуле- 
вой длины) и поэтому для краткости будем опускать указание на 
это. Наконец, будем еще говорить, что стороны [,, [5,...,  боль- 
ше сторон И, [,,..., , если Ц >Ц,...ы 2 и хотя бы для 
одной пары 1#>1. 

ТЕОРЕМА. Если два выпуклых многоугольника Ру и Рь не могут 
быть помещены один в другом путем параллельного переноса, то 
разности длин их сторон меняют знак не менее четырех раз при 
обходе вокруг любого из них. 

ЛЕММА А. Если у Р, все стороны, кроме одной 1, меньше, 
чем у Р», то Р, может быть параллельным переносом помещен 
внутри Р›. 

Возьмем на Р, и Р. соответственные вершины А; и А», через 
которые проходят опорные прямые с внешними нормалями, анти- 
параллельными нормали к (5, и совместим Р; и Р, этими вершг- 


(* 
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нами. Вершина А, и сторона [5 разделяют. на Р; две ломаные 
Р; и Р!. Аналогично на Р., будут две ломаные Ро и Р>. Р: не 
выходит из Рь через Р›. Иначе, как легко усмотреть, на Р; была 
бы сторона большая, чем на Р5. Таким’образом, и Р! не выходит 
из Р› через Р5. Поэтому Р, оказывается внутри Ро. 

ЛЕММА В. Пусть у двух многоугольников Р, и Рь есть пара 
общих опорных прямых, пересекающихся в точке О. Пусть Р! и 
Р; части границ Р‚ и Рь, обращенные выпуклостью в сторону О. 
Если какой-нибудь луч из О пересекает Р, раньше Ръ, то на 
Р; есть сторона меньшая, чем на Рь. 

Для доказательства будем подобно сжимать Р.к О. В тот 
момент, когда Р. окажется уже в области угла с вершиной О, 
ограниченной Ру, но будет еще соприкасаться с Ру, любая их общая 
сторона будет на Рь не меньше, чем на Р;. Этим лемма доказана. 

Пусть теперь Р, и Р, многоугольники, удовлетворяющие усло- 
виям теоремы. Если все стороны на Р, меньше, чем на Р., то Р, 
можно поместить в Р.. Поэтому разности длин их сторон меняют 
знак не менее двух раз. Допустим, что имеется всего две перемены 
знака. Можно, конечно, предположить, при заданном направлении 
отсчета углов, что углы между нормалями к крайним сторонам. 
большим на Р;, чем на Р., меньше г (иначе переменим номера у 
многоугольников). Разобьем границы Р, и Р, на части Р,, Ру и 
Р., Ру такие, что стороны на Р; меньше, чем на Р>, а на Р! и 
Р› наоборот. 

Из леммы А следует, что Р, можно поместить внутри Р.. При 
этом однако, по условию теоремы, Р: будет выходить из Р.. 
Возьмем на Ру точку, где есть опорная прямая, не пересекающая 
Р›. Двигая эту точку по Р: и поворачивая вместе с тем опор- 
ную прямую сперва в одну, а потом в другую сторону, мы по- 
лучим пару общих опорных прямых аи фк Р, и Р,, касающихся 
Р, в точках, принадлежащих Ру. 

Так как угол между нормалями к крайним сторонам на Р! 
меньше п, то Р: обращено выпуклостью к точке пересечения О 
прямых а и 6. Точки касания опорных прямых а и фк Р, лежат 
от О дальше, чем точки их касания к Р.. Вместе с тем эти 
точки касания принадлежат Р›. (Это, как легко усмотреть, сле- 
дует из того, что стороны Р, и Р.› параллельны и Р, лежит 
внутри Р,.) Отсюда по лемме В на Р; есть стороны больше, чем 
на Ру. Теорема доказана. 

Замечание. Наша теорема вместе с ее доказательством, 
очевидно, обобщается на произвольные замкнутые выпуклые кри- 
вые. Возьмем такую кривую Р и на единичной окружности Е 
дугу $. Пусть 1{9) длина дуги на Р, состоящей из всех тех точек 
через которые проходят опорные прямые с внешними нормалями, 
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направленными в9, если они проведены из центра Е. Обобщение 
нашей теоремы гласит: 

Если две замкнутые выпуклые кривые Р, и Р, не могут 
быть помещены одна в другой параллельными переносами, то 
единичная окружность разбивается минимум на четыре такие 
дуги ©, что [1 (9) —15($) меняет знак при переходе от одной 
дуги к соседней (1, ($.)—длина дуги Р,, 15(Ф,)—длина дуги Р,). 

В случае дважды дифференцируемых кривых 1($) есть интеграл 
от радиуса кривизны по 42. Поэтому из указанной теоремы сразу 
следует известная «теорема о четырех вершинах» ( У1егзсВеце]за(#). 


$ 3. Доказательетво теоремы Минковекого 


ТЕОРЕМА. Если у двух выпуклых многогранников грани одного 
соответствует грань другого с параллельной внешней нормалью, и об- 
ратно, и если их соответственные грани не могут быть помещены 
одна внутри другой параллельными переносами, то многогранники 
равны и параллельно расположены. (Здесь можно даже считать, что 
если на одном из многогранников нет грани с той же внешней 
нормалью, что и на другом, то она есть, но вырождается в ребро, 
лежащее в соответствующей опорной плоскости. ) 

Пусть Н,; и Н. два многогранника, удовлетворяющие условиям 
теоремы. Построим многогранник 


= (Н.Н, 


Каждое ребро многогранника Н возникает или в результате 
смешения пары параллельных ребер, лежащих в параллельных 
опорных плоскостях на Н, иН», или в результате смешения ребра 
одного из многогранников Н, и Н., с вершиной другого, причем 
смешивающиеся ребро и вершина лежат в параллельных опорных 
плоскостях. Во втором случае можно также считать, что ребро 
на Н возникает при смешении ребер на Н, и Нь, но только одно 
из них имеет длину нуль. При этом условии можно сказать, что 
каждому ребру многогранника Н соответствует по ребру на Н, иН,, 
результатом смешения которых оно является. 

Отнесем каждому ребру многогранника Н знак плюс или ми- 
нус, в зависимости от того, длиннее или короче соответствующее 
ребро на Н,, чем на Нь; в случае же равенства этих ребер отно- 
сим ребру на Н нуль. (Помним условие о ребрах длины нуль.) 

. Докажем, что при обходе вокруг каждой грани многогранника 
Н, хоть одно ребро которой снабжено знаком, мы должны полу- 
чить не менее четырех перемен знака. 

Грани многогранника М будут двух родов. Грани первого рода 
получаются при смешении параллельных граней многогранников 
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И, иН,. Грани второго рода получаются при смешении пар не- 
параллельных ребер, лежащих в параллельных опорных плоско- 
стях на Н, и Н». (Другие возможности исключены из-за попарной 
параллельности граней Н, и Н..) 

Так как параллельные грани многогранников Н, и Н, имеют 
равные площади, то по теореме $ 2 мы заключаем, что при обходе 
вокруг каждой грани первого рода мы будем иметь не менее че- 
тырех перемен знака, если хоть одно ее ребро снабжено знаком. 

Каждая грань Р второго рода, как результат смешения двух 
непараллельных ребер, является параллелограмом. Пусть Г, ребро 
на Н, и Г, ребро на Нь. дающие при смешении такую грань Р. 
В плоскости, опорной к Н, и параллельной плоскости грани Р, 
нет ребра, параллельного Г[., иначе там имелась бы целая грань, 
потому что там уже есть ребро Г». Ребро Г, смешивается с двумя 
вершинами, являющимися концами ребра /.,, и дает две противо- 
положные стороны параллелограма Р. То же относится к ребру 
[»›. Отсюда видно, что при обходе вокруг каждой грани второго 
рода мы имеем ровно четыре перемены знака. 

Теперь, воспользовавшись принципом Коши, мы убеждаемся 
в том, что всем ребрам многогранника Н должен соответствовать 
‘нуль. Это значит, что параллельные грани многогранников НЯ; и 
Н»› равны, а потому сами эти многогранники также равны и па- 
раллельно расположены. 

Если у многогранников Н, и Н. соответственно параллельные 
грани имеют равные площади, то они не могут быть помещены 
одна в другую. Поэтому теорема Минковского есть частный случай 
нашей теоремы. Точно так же получается, например, следующая 
теорема: 

Если каждой грани одного выпуклого многогранника соответ- 
ствует грань другого г параллельной внешней нормалью и с тем же 
периметром, и обратно, то такие многогранники равны и парал- 
лельно расположены. 


$ 4. Жееткоеть выпуклого многогранника при етационарноети 
направлений и площадей его граней 


Возьмем в плоскости начало и проведем из него п лучей так, 
чтобы они не были направлены в одну плоскость. Прямые, пер- 
пендикулярные этим лучам и пересекающие их, ограничат вы- 
иуклый многоугольник. Мы назовем эти прямые ограничивающими 
этот многоугольник. 

ЛЕММА. Если прямые, ограничивающие данный многоугольник, 
претерпевают бесконечно малые смещения так, что площадь 
эогоугольника стационарна (т.е. не изменяется с точностью 
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90 величин второго порядка малости), то изменения длин его сто- 
рон не менее четырех раз меняют знак при обходе вокруг него, 
если только получающаяся деформация многоугольника не сводится 
к бесконечно малому переносу. При этом считается, что если 
на многоугольнике возникает новая сторона, то она удлиняется. 
(Новая сторона может возникнуть, если какая-нибудь из ограни- 
чивающих прямых соприкасалась с исходным многоугольником в вер- 
шине, но не по стороне.) 

Пусть 46 (Е =1,..., п) изменения длин сторон многоуголь- 
ника. Допустим, что 4 только дважды меняют знак при обходе 
вокруг многоугольника. Пусть вершины 4, и А, разделяют удли- 
няющиеся стороны от укорачивающихся. Возьмем начало на пе- 
ресечении двух опорных прямых, проходящих через эти вершины. 
Тогда опорные числа многоугольника й; меняют знак при переходе 
через А, и 4,, а произведения 1; 41; вовсе не меняют знака. По- 
этому 


в 
р й; а: (1) 


1=1 


равна нулю только тогда, когда все 41; равны нулю. Но сумма (1) 
есть дифференциал площади многоугольника и, следовательно, по 
условию равна нулю *. Поэтому или все 41; =0 и многоугольник 
не деформируется, а только смещается, или 41; меняют знак более 
двух, а значит не менее четырех раз. 

ТЕОРЕМА. Если плоскости граней выпуклого многогранника 
испытывают бесконечно малые смещения, так что площади граней 
стационарны, то сам многогранник претерпевает только беско- 
нечно малое параллельное смещение. 

Прямые, получающиеся в пересечении плоскости данной грани 
Р с плоскостями других граней, являются ограничивающими для 
грани Р. При бесконечно малых смещениях граней они также 
смещаются, и если при этом грань Р не испытывает просто парал- 
лельный перенос и площадь ее стационарна, то по предыдущей лемме 
изменения длин ее ребер не менее четырех раз меняют знак при 
обходе вокруг нее. (Условие о вновь возникающих ребрах то же, 
что и в лемме.) 

4 д й ® Й т 

* Площадь многоугольника 5 = 5 о в; 45 =5 У вав- > У 1: ай; 

— ыы г 
т я у 
Вместе с тем 45 = У 1 ай;, так как 1; 41; есть площадь, зачерчиваемая 1-то\ 
и п 
стороной при смещении 4%,;. Отсюда 45 = У №; 41. 
Че 
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Если отнести удлиняющемуся ребру знак плюс, укорачиваю- 
щемуся ребру знак минус, а неизменяющемуся ребру нуль, то по 
принципу Коши мы получим, что всем ребрам должен быть отие- 
сен нуль. Это значит, что длины всех ребер стационарны и, сле- 
довательно, многогранник испытывает только бесконечно малый 
параллельный перенос. 

Доказанная таким образом теорема также относится к теоре- 
ме Минковского, как теорема о жесткости выпуклого многогран- 
ника при неизменности его граней относится к теореме Коши 
о равенстве выпуклых многогранников, одинаково составленных 
из равных граней *. 


$ 5. Неравенетво Брунна-Минковекого для выпуклых 
многогранников 


Пусть Н и Г, два выпуклых многогранника. Соединив каждую 
точку одного из них с каждой точкой другого прямолинейным 
отрезком и взяв геометрическое место точек, делящих эти отрезки 
в отношении $: (1 —9) (0=3=< 1), получим выпуклый многогран- 
ник К» = (1—3) Н- ЭГ. 

Как показал Минковский, объем этого многогранника равен 


У(К5) = (1 —3)37(Н,Н,Н) + 3(1 — 337 (Н,Н, Г.) + 
+ 3(4 — 8) 327 (В Г, Г.) + 337 (Г, Г, Г), (1) 


где (Н,Н,Н) и (1, Г,, Г.) объемы Н ц Г,а У(Н, Н, Г) иУ(Н ‚Г, Г)— 
их так называемые смешанные объемы, равные 


УН,Н,Г) == У ЦЕКН), (2) 
УН, Г.Г) = 3- Х В.ЕЦЬ. (3) 


Здесь /„ — расстояние от начала до опорной плоскости к Г, 
параллельной плоскости т-той грани многогранника Н, площадь 
которой есть Е; (Н). 

Аналогичный смысл имеют Н; и ЕЁ; (Г). 

Если мы покажем, что имеют место два неравенства Минков- 
ского: 


— 
= 
— 


* Соответствующая теорема о жесткости многогранника при стационарно- 
сти периметров и направлений его граней не отличается от теоремы, сфор- 
мулированной в конце $ 3, так как изменения периметров зависят от смеще- 


ний граней линейно, почему условие их стационарности равносильно их точной 
неизменности. 
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где знаки равенства стоят только при гомотетичности Н и Г, то 
тем самым, как сразу видно из (1), будет доказано, что если объемы 
Н ип Г, равны, то объем К» не меньше объема каждого из них и 
равен ему только тогда, когда Н и Г, равны и параллельно рас- 
положены. А это и есть неравенство Брунна с дополнением Мин- 
ковского. 

Пусть Н заданный выпуклый многогранник и /, переменный 
многогранник, имеющий, однако, только грани, параллельные 
граням Н. Пусть Гл,..., [4,...,[ж опорные числа Г, т. е. расстоя- 
ние плоскостей его граней от начала. Они, конечно, его вполне 
определяют. 

Рассмотрим функцию опорных чисел /; 


АИ (5) 


Это — однородная функция нулевой степени в силу (2). Поэтому 
она одинакова для всех гомотетичных друг другу многогранни- 
ков Г[,, так что ее достаточно рассматривать для многогранников, 
имеющих один и тот же объем. 

Если 1-тое опорное число [, неограниченно растет, то в силу 
формулы (2) У(Н,Н ,Г,) также неограниченно растет, а по условию 
У(Г,,Г.;[.) остается постоянным. Отсюда следует, что Ф (Г) дости- 
гает минимума для конечного многогранника Г/.. 

Минимум Ф ([) не может достигаться для таких многогранни- 
ков Г,, У которых хоть одна грань вырождается в ребро или вер- 
шину. Пусть 7-тая грань вырождается таким образом. Сдвинем ее 
плоскость внутрь многогранника Г, на маленький отрезок 6/4. 
Изменение объема 8И(Г,, Г, Г.) будет порядка 0/,; Е; (Г,), где Е; (Г) — 
площадь возникшей при этом грани. Поэтому объем уменьшается 
на величину не ниже второго порядка малости. А между тем 
уменьшение У(Н, В, Г.) будет равно 5/. Е; (Н) [как видно из (2)] и, 
следовательно, будет первого порядка малости. Отсюда видно, 
что при проделанном сдвиге плоскости исчезающей грани Ф (Г) 
убывает. 

Следовательно, минимум Ф (Г,) достигается для многогранника /,, 
имеющего все невырождающиеся грани, параллельные граням НВ. 
Поэтому в точке минимума Ф (Г) имеет частные производные по 
всем опорным числам Г; и все они должны равняться нулю. Как 


известно, 
о (5) 

а по формуле (2) 
Е РН (7) 


ЕС 


606 ‚ А. Д. АЛЕКСАН ДРОВ 


поэтому, вычисляя производные —_ и приравнивая их нулю, 
получим 
Е (8) 
где 
_ У7(Е,[,Ё) 
НН (9) 


Равенства (8) означают, что площади параллельных граней 
многогранников Н и Г, пропорциональны. Поэтому, на основании 
теоремы Минкэвского, многогранники ЯН и Г, гомотетичны. В этом 


случае 
У(Н,Н,Г.)} 


Ф(В) = Е: 


=У(Н,Н, Н), 


а так как это есть минимум Ф (Г), то 
УНИИ ЕВ 


Это неравенство доказано нами пока только для того случая, 
когда многогранник Г, имеет те же грани, что и многогранник В. 

Если взять два любых многогранника Н и Г,, то при всяком 
$ (0 < 3 < 1) многогранники (1 — 3) Н -Е ЭГ, и ЭН + (1 — 3)Г, будут 
иметь соответственно параллельные грани. Поэтому для таких 
многогранников неравенства (4) справедливы. Но они перейдут 
в те же неравенства для самих Н и Г, если 3 устремить к нулю. 

Если в неравенствах (4) стоит знак равенства, то, как видно 
из формулы (1), при равенстве объемов Н и Г, все многогранники 
Кэ имеют тот же объем. При $, < 3 < $, многогранник 


щит а 
ны а 


и его объем равен объемам Кь и К»,. Эти последние имеют соот- 
ветственно параллельные грани, а значит, должны быть гомоте- 
тичными. Отсюда следует, что и многогранники Н и Г, должны 
быть гомотетичными. 


Научно-исслед. институт математики и механики Поступило 
Ленинградского гос. университета. 28. 1\. 4932, 
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А. АГЕХАМОВОМ. ЕГЕМЕХМТАВЕВ ВЕМЕ!5 ОЕЗ ЗАТИЕБ УОХ 
МТУКОУЗКГ ОМХО АХОЕВЕВ 5АТИЕ ОВЕВ КОМУЕХЕ РОГУЕРЕВ 


РОЗАММЕМЕАЗЗ ОМС 

Н. Мшко\узкь Вар Бе\лезеп, Чазз ет Копуехез Ро|уе4ег ет4ен- 
ис ЧогсВ а41е В1ебаосеп ипд ТпВаНеп зетег бецей Безтатоь хака. 
Раз Ве\ууе1$ Фезез уоЖоттеп ветепагеп За(хез 136 аи! ег Вгипп- 
зопеп Опоесвипз Рергипаеь, \уесВе Ъекапи св 4еп ВесгИ! 4ез 
Пцесга|ез уог4ег(. Па аЦе ап4егз Зе 4ег ТВеоме Чег Ро1уе4ег. 
01666 паг еетепцаг {огтиа|Пегь, зоп4еги азсЬ еетепфаг Ъе\зутезеп 
зет Кбппеп, \уаг ез сапх пабйгИсй еегтлел{агей Ве\уе15 4ез бафхез 
узп МшКо\зКт хи заеВеп. 

Тп 4ег уогПесеп4еп Агрец сереп \1г ешеп еетепцагеп Ве\уе1з 
ез вепаппфеп За6ез, Чег лаЁ 4ет !0]оеп4еп За!е уоп Саисву Ъе- 
отбп4ев 135. О1езег За аще: «Ез 135 чптбсйсв аПеп офег пиг 
еп1сеп Кап{цеп ештез Копуехер Ро|уе4ег Че ИесВеп Раз оег 
М$ 50 апиизсвгеРеп, 4азз ешо Отеапе ]е4ег Зеце Члезез Ро- 
Туедег, \уе!сре пладезиеп е1пеп Бехесвпееп Капёе Безц2(, плеВЬ же- 
птоег а1з у1ег ДетсвепёпЧегипсеп уогПесеп». 

Пег Ве\е1з Члезез Зафхез уог4егё Бекапи 1сН пиг 4еп ба Еегз. 
Е5 156 |е1сЪф 4аз !о]сеп4е Гетштое а Бе\уезеп: У\епп 7ует Копуехе, 
11666 БошобейзсЬе Ро]ухопе селсВез пВаЙШ ПВаБеп. зо &п4егь @1е 
О1Негер2 4ег Гапое 1Ьгег рагаЙе]еп Капцеп 4еп ИелсВеп п1сВё \уеп- 
сег а!з у1ег Ма]е. (УУепи 1гоеп@ еш РоТуе4ег Кешеп Кап, Вез1120 
Чег рагаПе! ха ешет Капф 4ез апегеп 134, 30 зееп ху уогацз, 
Чазз ез ештеп з0]сВеп Капь, 4ег Гапое Миа! Ъез7. Оле Катцеп 
\уег4еп рагаПе] сепапп{, \епп 1Вге ^иззеге Могта!е рагаПе] зэ1т4.) 

Пег 5а42 уоп МшКо\зкт Капп ш !Юееп4ег \\№езе Бехлезет 
\уег4еп : 

Ез зешеп Н, ипЯ Н, уе Копуехе Ро]уе4ег, Чеззеп Зецеп рага|- 
1@]е аиззеге Могта1е ип еее пЬэе Безиеп. У БИ4еп 4еп 
Ро]уе4ег 


г> 
= 


НЕ ЕН 


(зе НаШзиште 4ег Ро|уедег ага пп сехбвийсйей Элли уоп 
Вгипп ое!аз3(.) 

Тедег Кэт: уоп Н 151 епгуе4ег 41е НаШФзиииие я\еег Капе 
уоп Н, чпа Нь, одег @1е НаШзиюме сштез Кап(ез 4ез Етеп ип4 
ешег Еске Чез Ап4егоп. [п 1е еп КаПе Капп ап @91е Еске 
218 Капь 4ег Гапое Ми] егЬИсКеп. Оапо епёзрыеВе едет Кап 
уоп Н ет Кап Уоп Н, ип т ап4егег уоп Нь. Ез зе! 4ег Кап 
уоп Н ши Риз ш аеж ЕаП, о 4ег еп(зргесвеп4е Капё уоп Н, 
18поег а13 Чег уоп Нь 156, па ип СеземейЙ ви Мииз БехетсВлее. 
Ез 10121 апз Чет Гетта, Чазз па ЕаПе, хо пуа4емепт$ ет Кап! 
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уоп Н \йКИеВ БехелоВпеь 156, ет У\У1ЧегзргисЪ им деп бад уоп 
Саисву епёзев+. Убе св эта 1е епизргесвепае Капце уоп Н, па 
Н» десв, ива 41е Зецеп зез6 о1е1сВ ип@ рагае]. 

Сап2 еБепзо Капп шап 4еп уо]сеп4ет Зах Бе\уе1зеп: 

\\епи аПе Зецеп э\уеег Копуехеп Ро|уе4ег рааг\е1зе рагаПее 
«иззеге Могта!е ип 2]е1оре Регипеег Безеиеп, зо зта @е Ро]у- 
еег` кКопогиеп\. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1937 
'ВОГТЕТ!М ОЕ ГГАСАРЕМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕЗ ОЕ 1.0855 


Саззе 4ез зс1епсез ‚Отделение математических 
та\петаИдиез еф пафигейез и естественных наук 


К. К. МАРДЖАНИШВИЛИ 


ОБ ОДНОВРЕМЕННОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ и» ЧИСЕЛ СУММАМИ 
ПОЛНЫХ ПЕРВЫХ, ВТОРЫХ, ..., п-ых СТЕПЕНЕЙ 


(1/1 редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


Рассматривается вопрос 0б одновременном представлении за- 
данных натуральных чисел суммами первых, вторых, ..., п-ых 
степеней неотрицательных чисел. Устанавливается асимптотиче- 
ская формула для числа представлений и проводится исследова- 
ние арифметического выражения, входящего в ее главный член. 


ВВЕДЕНИЕ 


Более 25 лет назад О... НИЪегь поставил следующую задачу: 
исследовать, при каких условиях п заданных натуральных чисел 
М,, №., ..., № могут быть представлены суммами соответственно 
первых, вторых, ..., И-ых степеней одних и тех же целых неот- 
рицательных чисел х\, %., ..., х., т. е. при каких условиях раз- 
решима система диофантовых уравнений 


ха ... Вх. =М,, | 
а Не Е ... НН = М,, (1) 


+ 


В 1921 г. Е. Каюшке (т) доказал существование натуральных 
че: Си Чо о 
обладающих тем свойством, что система (1) разрешима при 

А | М, (ое зы 0 (2) 
в тЫ 

А Ме “М =. п-4), (3) 

№ >С; 832%. (4) 


В первой части настоящей работы методом акад. И. М. Вино- 
градова (2) показывается, что при п = 2, $ > 2". п! (п -- 1)3 и вы- 


* Нетрудно видеть, что условия 4.|/Ук не являются необходимыми для раз- 
решимости системы (1); в самом деле, если числа М,,.., № представимы сум- 
мами полных степеней, то то же относится и к числам М, - 1,..., М№-1. 
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Нетрудно видеть, что условия (9) являются также необходи- 
мыми для разрешимости системы (1) (см. $ 14 части П). 
Что касается условий (3), то заметим, что любые неотрица- 


гельные числа 21|, ..., %, удовлетворяют соотношениям 
$ А $ : 7: 5 Ё 
т к -- п\п 
(\ =) ое. "(№ #2) ДЕЯ, ПИ, 
У =1 У=1 У=1 
так что для разрешимости (1) необходимо, чтобы 
_ ме 
Ма = Мы = "М (&=1,2, ..., В 4). 


Следует отметить, что вопросом об одновременном представле- 
пии двух натуральных чисел суммами полных степеней зани- 
мался в 1929 г. акад. И. М. Виноградов {2), установивший асимп- 
тотическую формулу для числа решений системы 


о ЛЬ \ 
дт ат... Рат=МмМ. | 
Исследование особого ряда для этого случая было проведено 
мною в 1936 г. (3). - 


Вопросом 0б одновременном представлении двух чисел сум- 


мами полных П-ых и первых степеней занимался Е. Кашке 
874.923: 25 (9): 


Чаеть первая. 


1. Пусть № <М,< ... < М, заданные натуральные числа. 
Введем обозначения 

М» — р (12) 

Ук == ль 0% ЕН 2 ке (13) 


(Р— вещественное положительное). При этом предполагаем, что все 
й, удовлетворяют условиям 


Е 
+ 
Ане 0% (14) 
Пусть, далее, натуральные числа М;, М,, ..., М» удовлетворяют 
неравенствам 
М, = №, о 
В таком случае число 1(Мь, ..., М») решений системы дио- 


фантовых уравнений 


У =Мь (=1,2, ..., п) (15) 
== 
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полнении условий (3) число решений системы (1) выражается сле- 
дующим образом: 


аи р 
А (5) 
где 
к 
В. (#,, 20 5) и 1) = Во (п; 5) 2 0, ММ р 
=. , < < : 
С (6) 
Ч.=1 Чп=1 
м ов 27 (=: о мн) 
А (9. › . 5) — р е Ч, Чт ; (7) 
а 
причем а,, ... ‚ а, пробегают приведенные сислемы вычетов соот- 


ветственно по модулям 01,...› ди, 


Ч, Ч: -.. Чп-1 


‘ 271 п я И 
р = р У я (те у т с’) В (8) 
‚. 4142... Ч» 


т=0 


: и 
И —и—2 4 
Во второй части доказывается, что при $ = 2" а. 
выполнении условий 


п” (п— 1)”. ди У | 
пт! (п — 1"! ? 9п—1 АЯ 
Е Е аа ==0 (то А), 
п? (п— 1)? 22 №, 
п п— 1 2 М, 
п” (п— 1)" Е № 
а а № 
И и о, а = 0 (шоа А), (9) 
п? (п — 1)? М, 12 
п п 1 - М | 
М» (п — 1)” 2” 1 
Ул = Пе! те А =* 
о оны о оные 9 о, ое У ое" == 0 (то4 В), 
М, (п — 1)? 7 12 
М, (п— 1) 2 1 | 
где 
АЕ 022 (10) 
имеем 
И И (11) 


Из сопоставления этого результата с формулой (5) вытекает, 
что система (1) разрешима при выполнении условий 
(3) и (9), М, > В, (п) из =?2"' (при п> 10). 
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представится, очевидно, следующим интегралом 


Г(М,, .... М.) = 


$ 
И я 4л.. (16) 


=— 


Будем считать, что 


$ = 2%" .пт (п -- 13. (17) 
Полагая 
те е?тй (внхт +... Ноа»), (18) 
«Р-Р 
мы получим 
Й | 
а, = | о ре иАаАНм а... ам. (19) 
0 0 


2. Рассмотрим числа 


Л 
2. 


Ак 


ЕЕ, (20) 
и положим 


Ро, (21) 


Из рассмотрения ряда дробей Фарея с знаменателями, не пре- 
восходящими т», следует, что каждое в, лежащее между 0 и 1, 
можно представить в виде 


ик = 2 22 
к 4» К, ( ) 
где 
(ав› 9) =1, 149 < ть, |2 Зет. (23) 
3. Для того чтобы получить главную часть выражения 
Т(Мь, ..., М»), рассмотрим те д, .... аи, у которых соответ- 
ствующие им 4,1, ..., 9» Удовлетворяют условиям 
Че РАТЬ 2: ль (24) 
и возьмем сумму интегралов по параллелоидам 
а 1 , а); 1 
— И Е = 
че (к = Их — (1. 24... п 


распространенную на все значения (1, а;; ...; 9», а», удовлетво- 
ряющие (23) и (24). Преобразуем сумму (18), разбивая значения 
х на классы по модулю 4,4» ... 4и; полагая при этом 


Х = 414> ... ФЕ - Г, 
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получим 
4:4» а. п п, 
. а, В 
г № 26 (ола Ут + 218 У ла (4.4... Фи), 
= 2 АА ВЯ 
где 
= ры 
9142 Чи 


Имеем далее 


о! = 
о : 


т 
9% 2 »з хра® а оса ах и 
ВЕЕТ 


@+0(1+ У зы), 
К 


п 
211 » 2 (41 ... Чи ЕЕ ГА 


Не - 


Г 
1 а [2 |Р^) 
Е А : | 


г 9192... Чъ 


Введем обозначение 


тЫ 
Е 
0 


тогда 
Й 4, Ч: --- Чи—1 ЖЖ тк 
т=0 
+0( 46 -*. 4» (1 я ее _ 
= 
При 


о о 
А 


имеем в виду (24) и (21) 
Пре ОДО И а * 
где 


а}; т. 
вк 


ее —1 : 
9:4» Чъ 211 “к 


— 1 У е = 
9142... Чъ 24 


* Пусть В > 0, тогда А < В означает то же, что и А=О(В). 
ИМЕН, Серия математич., № 4 
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(25) 


(26) 


(27) 


(29) 


(30) 


10 
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Очевидно, 
В (34) 
Далее имеем 
Тз А а А" ), (32) 
пусть 
=: (33) 
тогда при 
№, — М, Р-8 < Мь < № С УР 
имеем 
—2ти М —211 с Мь- 2ь № п 
>. р > 3 ее. 
®=1 


остаточный член в этом выражении < Р^!-8; следовательно, 
п п у 
. а 
—2т1 № 5 Мь —2т1 ьх 2ьМ —271 2 — Мь 
а .- О*е 2 


— 


+0( р" 8 рии), 


Считая ак, 4к постоянными и интегрируя в пределах 


ВЕ 1 
пы (Е =1, 2, ‚ п), 
получим 
п 
—2т1 м, 
$ Ч 
р: 
п п 
$— Уь + А 
фа(В А АЕ. (34) 
где 
я ен 
И Иа п . С 
| —2т ь 2.М№ь 
О | | А С Е Ч. с. ааа {35) 
НИ а 
и = тп 


Заметим при этом, что, очевидно, 


равенство (19) можно пере- 
писать в следующем виде: 


а Са а —2т > “Ми: 
М | [те 2 а... аа. 
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Суммируя (34) на все 49а» с 1<9<Р* и 0<а< Ч; 
(ак, Ч») =1 (при А=1,2,...,п), получим 


т 
‚ “та 
—21} —М 
лм а 
И Мы = {@) [*е -- 
Чо: аа» 
п. (®-1 < 1 = 
РОУ о о ыы 
г = \ 
+О(Р ЕЕ р К ) (36) 


В силу равенств (20) и (33) и соотношения (17) имеем 


УХ 


. а 
—21% Уи мь _ паи 1 


И ВИ Ор: Ор 3 
Ч 1, @1; ...; Чт, аъ ; ы 
Полагая 


= Учи, 

хх Г ян арм 

зо р е — › (38) 
аз, --., Чт 


Ат» ---› 4и; 5 М!, а 


где а, 45....., ав пробегают приведенные системы вычетов соответ- 
ственно по модулям 41, 45,...,0., мы имеем, следовательно, 


я й 


Е: ыы р ® р ы пи _ 1. 
о. У... ХА оч +О(Р 2 т). (39) 
Ч:=1 4. =1 Чи=1 


Далее мы покажем, что оставшаяся часть интеграла (16) будет 
‚опа 1 
кр 2 ‘м; для этого мы установим, что интеграл от модуля 
нашей подинтегральной функции, распространенный на оставшуюся 
а п (п-1) 1 
область (даже несколько расширенную), будет «Р ь 5, 
4. Рассмотрим те &,...,б„, У которых соответствующие им 


согласно (22) 41,..., п таковы, что 


4 —1-— и 1—4, 
0, РВ. а . 


Воспользуемся следующей леммой (°): ы 


Пусть Р>1,п> 1, [@) = ит +... + а до, 8 = Жем, 


х=1 
9т› --.› 00 — вещественные, | м„—“| = — Я р. 
1 =т=—<9; тогда Е 
БНР)", 
где с, = 2"! и = произвольно малое положительное постоянное. 


10* 
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Взяв т =1, мы получаем для суммы (18) 
ЯВ — № ет еах”" +... 1х) 
1<х<Р 
следующую оценку: 
1 = Ч». 6» 
и 
откуда 
тех р", 


р — всех интервалов, отвечающих данному 4», будет 


<49 7 2. "1. часть интеграла модуля, соответствующая 
$— 4 —# 
данному 4», будет < Р* "11°", суммируя же эти части по 4», 


получим выражение р. При достаточно малом = это вы- 
СИЕ (т 1) _ 1 в 
ражение будет <Р > — 


5. Рассмотрим, далее, те 4%,:,..., би, у которых отвечающие им 
4, ....@" таковы, что 


де РАЙ Фант) 
дк = р”, 
причем 
Чь-1, Ч, _„›.--— любые (оп 
Преобразуем теперь сумму (18), полагая х = дп... Чо г; тогда 
р... Ча -—1 
т= У етич У, 5, 
1<х<Р = 
где 


Е Х ехр (2тл» (4% ... Чи С Г)" +... 


ос 


Ч». Зак 


‚+ 2% (9... Чиа Е Г)), (40) 
5, = Уехр (2 ( т г = О -- 5% (кл. ды ГИ 


- 2к+а (Чи --. Фи С и й бл (п... Чвчаб НГК - .. 
- аа (9 --: Чь416 +”) )) : 
Полагая 
#8 = [2%] (41) 


где 
9 


о (= ы (42) 


Ук = 4 


и = ЗЕ, + у, разобьем 5, на суммы с промежутком суммирования 
У р 
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длиной {» (кроме последней, возможно). Каждая из них приве- 


дется к виду 
У 


Ив = Уехр еле. о НЫЕ 


Е Чт 
+ 21 (9... Чыза в» - 4п ..- Чыу В г)" ... 
- Е 2А+1 (9 -.- Чина ВЕ -- Чл... Чидиу гу + 
= 05; (Ч» ... Чк-+1 В» -- Чл -.- Чь+1 У = 7) 5555 
о (4... ФынВвь + 4. ну + 7))) (43) 
1;:—1 я 


= м 2.ехр (2 ( (ды Чу... Ча" +“ бо) ) ке 


те 
т ® &-+1 7 в ® |: 
_+9(| =. |Р Ч --- Чина йь 9 Чаи 
ГДЕ ,...,&,_,— некоторые вещественные постоянные. Для при- 
менения леммы $ 4 при А = 2, 3,....п—1 заметим, что 


К Е “ я 
Е В 9% 9..9» о ат а; 4; 0-9, и 
ое ео. ть 44 
9 *** Чъул Ч, 4 Ч 5 чьР"-А+ т РА-АЬ (44) 
где 
о -1 (и 
Ре м. „ЕЯк+а) = Ч» = р = ль. 
следовательно, 
Пава: //| И Ч, 4, А 
Оз < и ( те Е Е | 
Е У Ч 1 
Е Е В-1 —А В | 
НЕ Ч, а В. +... + 12+: | Р), 
где ск = 2 ^ 1", 


т +В. * Ев реа №4 ие 2-Е) | 
Е(Яъ-+... Янь — МЮ Куб 
ар п-+ ГА 1) к) а 
А-В д й т р, 
РВВ РЕ Ба .. | 2%), 
ГУ 2: (В- о р\®а— № 2%) 9% Е райз@и+.. Эна) Аьвои | 
-- р ОЕ ОА. РЕ) +: и те 
ыы Р* (Е) (т... Еда + МЗ йна8 
При А =1 имеем 
ИГ ре пр у ре 2:) ны ро ЕАВЯ Аир 042° -ь 
Не. ураном ЕЬ 
р 


Рассматривая сумму интегралов модуля по параллелоидам, 
ребра которых параллельны координатным осям и имеют длины 


9 о) у 
соответственно — ...., ‚ а центры лежат в точках (= а 
Ч 171 Чъ п 91 4ъ/ 
получим выражение 
< р2@т+..- Ава) (и... +(®+1)) я тах | ИЕ № 
=. т%(п--1) _ ет 
2 4 п 


при достаточно малых значениях = оно будет <3Р 
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6. Итак, из равенства (39) и результатов $ 4 и 5 следует, 
— = ‚_ п 
о 


1<9,<РА: 1<49и<РАп 


Нетрудно видеть, что при рассматриваемых нами значениях $ 
ряд 


ох а (46) 
4.=1 Чп=1 


сходится абсолютно и что 
РА р 
еж Ча). (47) 
Так как в виду (27), (35), (241) и (20) 


п (п- 1) 


о<ь” БЕЯ: Аь +... НА 
то согласно (45) 
мы. ЕЕ 
Г(М,..М)-ое+о(Р ь аз ). (48) 
1. Займемся теперь вычислением О; для этого просуммируем 
иравую часть (45) по всем М,,....М», удовлетворяющим нера- 
венствам 
М — МР‘ Мь<Мь (&=1,2,...,п). (49) 
Суммируя слагаемые, содержащие А (1,1,...,1; $; Му, ..., М») 
и принимая вс внимание, что 4\(1,1,...,1,$; Му,..., Мо) =4, 
получим 


О 0(| И ты 
&=1 


м Го 


Далее, суммируя по 1,1 -> 2 слагаемые с А (41,1, ...,4;$; М.,...› М.) 
при данных М,, М.,..., М», согласно (38) получим 


Суммируя по М,, получим следующую оценку: 


м вт У“ м, о й 
Зе к, 2—1 Ч . ща! м М, 
о 
Ч К М, 41:=2 а М, 
р 


“ й Я. -Ез 
о иво 


4:=2 
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Суммируя далее по М,, М.,...,М», получим в этом случае выра- 
жение 


< 09|. М.М, ... М. р-@®— 9+2 +ез 
Суммируя аналогично члены с А (41, 4»,1,...,1;5; М, Мь,..., М»), ..., 
А (91, 42, ---› 4; 8; М,,Мь,...,М») и принимая во внимание оста- 


точные члены формулы (45), мы окончательно получим (при доста- 
точно малых значениях ёз, ...) 


о 1 
А МО. По. м 


М,,..-„Мъь 
Суммирование здесь распространено на значения В вона 
удовлетворяющие неравенствам (49). 
С другой стороны, ее Г(М,,..., М») представляет число реше- 
ний в целых Ра числах 21,...,1. системы неравенств 


те 
Так как (см. $ 1) 
= Р% 
№ =КР. \ 
у И В 
Чь = йь = $ ый 
то 


У | 4. 4Е,...4,-+-0(Р°"*), (52) 
М,,.--, Ми У) 


где интеграл распространен на область (У) одновременного выпол- 
нения неравенств 


ВЕ ен. Е 
а 


Во дыре 


Нетрудно показать, что 
НИ бы не О. 
е 


ГД 
В йа = Ва) 0. (54) 


Из равенств (50), (52) и (53) мы получаем таким образом 


тб 35—15 


т р 
АР ЕР" ОФ №) 


или в силу (12) и (13) 
п(п+1) _ п (и--) _1 


В В (№, №», ..., №ьа) р’ оО р 2 ат). 
ы ве Рони, Па та 
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8. Пользуясь равенством (48), мы имеем, следовательно, 


Ваал о 


ММ. Ми) = (Пение р 8+ 


® (п 1) {| а у п (п-+1) 1 


КОРЕ 1 о ое Мь РОВ а 


откуда, окончательно, при М, =/Л, (Ё=1,2,...,п), пользуясь 
(12). находим, что 
И ВИ 


$ ИЕ 
В - - 
Рени, * (©, М) + Омь ="), 655) 


где В (1, №», ....Й,-1) удовлетворяет условию (54) и й, — усло- 
виям (14). 


Чаеть вторая 


1. Рассмотрим особый ряд 


Е о 4 бе --- 4®), (56) 


...Чи=1 
те: 4 (4.209 м: 
Целью дальнейшего исследования является показать, что при 


выполнении условий (9) © превосходит некоторую положительную 
т 
константу (независящую от выбора М, ...,М,) при $ >2 


2. Обозначим через И’ (5) число решений системы сравнений 
№ +... + №: = М, @во@ в), 
№ Е. | й, = М, (во@ в), 
и (58) 


и покажем, что 


р не. 


Ч: [№ Чз | е. 
В самом деле, согласно {30) и (38) 


% \. № 
р: р 
а: ан 
о) Ч: ,Ч%,...,Ч% а ь 
ух бе) а т (ева) + 
-= / ПЕ и) — 
а О, (91 --. 9) #=1 
т 
= Ре а, Ё . [аъ а з 
а я атм +...+- М ) Эта (2+ ое, =?) 5 
= и" > ь @п " ам ( УЕ” \ а, = 
Ч, а; .--;Ч9п› @ь `й=1 
ый а й 
ое ит п т а, 
з и № У ОР тьеым Ми На а. Ны №) 


7 
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если Й;,Й,,....й: таковы, что имеет место система сравнений 
(57), то 


= 


. ([ Чю С 
эт (= О, ЕАМ)... +",-№,)) 
е Ч® Ч 1 


и суммируя по. 4,,а;;...; (,, а», получим 
& % 

У (41)... > $ (4*) = № 
Ч: № ат [№ 


слагаемых, равных единице; если же, например, 


1+... + №3 М, (то в), 


то 


У р. ПАВЕМ,) 
г е Ч» = 0. 
Ч п, Чт 


Поэтому 
ь\ © —1$ п—1)5 7 
и Ноа 


Ча Ва Чтв 


что и требовалось доказать. 
В частности, обозначая через р;,р......рьр простые числа, 
имеем 


УХ амер У), 69) 


4, '0 1..0 Чт/р1...61 


не О (60) 
а ан 


3. Покажем теперь, что 
И’ (р... 0) = И’ (р)... 7 (р). (61) 
Действительно, пусть имеется некоторое решение (#1, ..., й.) системы 
Мал | о РЕЛ. ар), 
+... + № М, (тоа ру, 
р (4290075). 
а также некоторое решение (#1,...,й:) системы 
р. НЫ ЕЛ, (подр). | 
Ел А Е М, баба), | 
= а 
Подберем 1.,,1., так, чтобы 
П.Н ар == №, бурь, 


т. е. чтобы 
ри. ЕЙ, — №, (то4 р, 
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Возьмем теперь 


Е, Вер! (подр: 6 = ара (© 62,9, 


тогда 
вр. БА ЕЛ бобр. 6-6 
Обратно, п каждой определенной системы (й1,..., #3), 
ТИ. = р. удовлетворяют сравнениям 
№, = 1 (мод ру, 
МЕ (тоа р»), 
где 


фл . 2. 
Таким образом 


И (рр) = И’ (р): И’ (р. 


Совершенно так же получаем и равенство (61). 
4. Из (60) и (61) вытекает, что 


1 
; > Аа 9) =П(» ах. у бас: ч,)). (62, 


1 й 
Ч: /Рь ЧР, 


Если под рь мы будем подразумевать А-ое простое число, то 
ввиду абсолютной сходимости ряда (56) из (62) следует, что 


ИО о А (4+, ---> 4») ). (63) 


1-> о 
о. чм Чт 


Нетрудно видеть, что 


о. (64) 


| 1 
411, Ч®/ 


где {С—постоянная, зависящая лишь от п и $. Для того чтобы 
убедиться в том, что в рассматриваемом нами случае © превосхо- 
дит некоторую положительную постоянную, надо найти оценку 


+ 
для -, ох ра (91›...›9”) при «малых» значениях рь (т. е. таких, 
1 1 
Ч11Ъ,, Ч,!Р, 


при которых Ср,-* > 1). Мы покажем, что при достаточно боль- 
шом 1 


о ть (65) 


1 1 
Ч: /?,, Чт! 


где т—некоторое натуральное число, зависящее от п и р». 
Тогда неравенство 


© =С, (п,3) >60 (66) 
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будет непосредственно вытекать из соотношений (63), (64) и (65), 
так как 


со 
© = [Гмах 6.) (67) 
1 
Из (60) следует, что для доказательства (65), а следовательно, 
и (66), достаточно установить, что при некотором натуральном 
т =т(п,р) и достаточно большом [1 
а Ш ао (68) 


5. Пусть р простое, 9 =®© (р, п) представляет степень, в кото- 
рой р входит в детерминант 


И Ву и | 
р = А и | (69) 
В ОО 


т. е. р8|р, р9+1 10; очевидно при р>п имеем ©9 = 0. 
Пусть, далее, ©, представляет степень, в которой р входит в А: 
р К, ров+т К; 
К = рок ь О 
©, = шах (Э.,.... Оу. 
Через И, (р!) обозначим число решений системы 
ЗЕМ (то ро 
и... + % = М, (пор 
Й = (Е п) | (71 
= = р-°-°. (и=в+1,...,5), | 


обладающих тем свойством, что 


0—1 п—1 1 1 п—1 ! 
| а и 
р°[ а (12) 
те БИ 9 


6. В дальнейшем нам придется пользоваться следующей оче- 
видной ‘леммой: 
Дана система сравнений 


т 


> авт; = о (73 } 
в=1 
пусть при ^ >0 
| Ч 11. Чт в . Ч т | 
а ® р Аза 
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Система (73) разрешима, если 


6, ао... ат | аб - ба | а: а:2... 61 
) 2 @22... ат | › ‚| Ч21 ово 652 ‚| Ир ОБрЬ сь 5 
в а По 


би ато... ат а би... @тл бб: ь дн 


7. Покажем, что при р>п, = пр имеем И’, (р) =1. 
Действительно, рассмотрим систему сравнений 


дп <, (п— 1"... -- 2. - ЕЕ М, (под р) (К =1,2,..., п). (74) 


Так как детерминант этой системы 


пт ве Де 


= п! (п— 4)! ... 2141 


] 


| 


не делится на р, то согласно приведенной лемме система эта раз- 
решима. Условия (72) будут удовлетворены, так как мы можем 
взять 9; =1, у. =2,..., и = п. В виду того что значения х, мы 
можем брать между 1 и р, число слагаемых в (74) будет во всяком 
случае не больше, чем пр, что и требовалось доказать. 

8. Покажем теперь, что система сравнений 


т |. Е а а 5 оао (75) 


2 
разрешима при $ = 13, рэп 1. 
Действительно, рассмотрим сумму 


8 с 


о 
5= Е , ; (6) 


ПВ, ПО 5. х;=0 


тогда, как нетрудно видеть, 


о ри), (77) 
где И’ (р) представляет число решений системы (75). 
С другой стороны, 


5 м а +в, ( › х./-М, )` 
Е ь 91 ЗА 
з А № Ма = = ее Ее 
= - №: р е и 25) 


а) Пу нь ПА Оо я 50 


где \' распространена на все значения /.,..., /„, лежащие между 
О ир—1, за исключением случая, когда все д обращаются в нуль. 


Очевидно 
Е Пхи - ... ВХ © 
- с ня м о тоа че 
ор р ети Мит ... + мы (У р ) И 
у ПЛ о 
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Согласно оценке Мог4е!?я (6), при А» = 0 (шо4 р) 


р та ЛииИ +... НТ | 1 | 
ы о А ) 
| \е р [72 (и, р— 4)" г 
х=0 НЯ 
(р(р— 1) 
и, следовательно. 
р—1 Тихи... Вах Ти Е 
па т ед 5+ р 2п 
) = Е ЕЕ, 
| 2. е = п га (80) 
х=0 т 
(р сне п” 


причем последняя оценка справедлива также в случае, когда 
одновременно 


Й == 0 (то4 р), АЙ, 1 =0 (той р),..., й, =0 (шо р) (ц>и. 
Равенства (77) и (79) дают нам, в виду (80), 


р“ (р) = р (р 1) Е. п8 "=. РР, 


где || лежит между 0 и 1. 


п 


— +2 
При $ >13 и р=п? -1 выражение в правой части этого 


равенства будет > 0 и, следовательно, И’ (р) =1. 
п 


--Е9 . 
9. При $ = пп, р=пт* +1 имеем И’, (р) =1. 
Действительно, согласно $9 при указанных значениях ри 
$ = ПЗ разрешима система 


И ыы. (тоа р). 


т. е. система 


1* те о Е й ий р -- ж ...- ЕЛ. (то р). 
ыы 


Так как теперь условия (72) выполнены, то действительно 
в нашем случае И’, (р) = 1. 
10. Если $ - пр, то при выполнении условий 


М. (п Кв 41)" ®фо 47 | 
ое (п — т И —- 0 (моаД),... 
№, М] ; м. 1 
Г ип п— 1)" ее 
ГИР! (п 1)" А, --0 (тэ А). (81) 


т п—1 Ут 
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где 
пл п— 1)” ож 
р ие р Е (82) 
п п — 1 1 


имеем И’, (р') =1 при любом натуральном 1, удовлетворяющем 
условию р'> пр®о+9. 
Действительно, система сравнений 
® 
И-П... Ра. = М, (пода р) (Ё=1,2,..., п) (83) 


имеет детерминант, равный А. Пусть р^/ В, р! / В, тогда в виду (81) 
и леммы $ 6 система (83) разрешима, что и доказывает справедли- 


вость нашего утверждения, так как за 91,..., У" мы можем взять 
числа 1, 2,..., п; условие же у, = р 9-®. будет выполнено. 
11. Если 


И, (р) =1{ф и тт, 
где 
т = 29-29, +1, 
то при любом натуральном и 


И, (2%) —- ре у 


Действительно, пусть (у1,..., У) некоторое решение системы 
$ 
. 
ИА пм О-о. па (84) 
9—1 


удовлетворяющее условиям (70) и (71). 
Возьмем произвольные целые числа 2141,..., 2, оУдовлетво- 
ряющие соотношениям 


р о: 


и определим 21,..., 2» так, чтобы 
$ 
% В—1 м» РЯ у ит 
= Алу Ве веко М: (060 рее (12.5. 5) 


где Ак, О», ©, © имеют значения, указанные в $ 6. 
Детерминант /), этой системы, очевидно, выражается так: 


И 
Во = т (п— 1... К и 

а 0 | 

Ш > а Уп | 


Согласно нашим условиям 


Р/В 9+1 4 ь. 
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Поэтому, в виду леммы $ 6, система (85) разрешима, и при опреде- 
ленных по модулю р%+9+1 значениях 2,,..., д, мы имеем 


$ $ 
р рт М к. (шой р 9+1) (=1,..., п), 
= у= 


следовательно, А Гогыог1 


$ $ 
м фр в. у, М — 22 уе (то4 ре. 
=1 У=1 
Полагая теперь 
р От, 5) (86) 
при 1 > 9, - © имеем 


А в 1 
ПУ == уу Ау, 2, р %%-® (той р-28.—26), 


следовательно, при [> 20, 29+ 1 


$ $ $ 
р ИУ в уу о Ку 2 р 6-0 = М, (то4 рН). 
У! —=1 у=1 
Детерминант 
р м 
У ею 
| р 
удовлетворяет сравнению 
| п-т —1 
Уп У 
Р’= | 5-55 (по р) 
ре оч 


и потому 
а 

Из (71) и (86) следует, что различным системам (уу, ...,.) 
соответствуют различные системы (Йи+1,..., #5). Меняя дить... 25, 
мы по одному решению (у, У›,..., У) получим р-" решений 
(#1, №, ..., йз); если при у=1,2,..., п мы получим из (86) 
й., > р, то возьмем вместо й., его наименьший положительный 
вычет по модулю р". 

Переходя к сравнениям по модулям р!+?,..., ри, мы убеж- 
даемся в справедливости нашего утверждения. 


12. При [> т‚5>2 


п*—п—2 


12 в случае выполнения условий (81) имеем 


174 (р9 = р (1—т) р 
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Действительно, так как согласно $5 при р>п имеем т = и, 
п 


то из $5 7, 9 и 41 следует, что при $27? ‚121 
ИУ, (29 > °-9 9. 
п 
В случае жер = пиз $10 и$11 вытекает, что при 5 > 2" "7 "и4, [т 
И’, (р') = ре (1—т) : 
так как © представляет собою степень, в которой р входит в 
п? —п— 2 
(п —1)!... 211! и, как нетрудно видеть, © < И 
т? —п—2 з 
р29+260+1 = п. р? < тв. р р «п. и 
Так как, очевидно, 
И (р) >И’, (р, 
то наше утверждение доказано. 


13. При $ = 2" ``" ?и4 и выполнении условий (81) 


Е пт В зо. № 
а —- 0. но ЯП == 0 (тод АР), 
ГМ 1 п М 
где В =п! (п —1)!... 2111, имеем 
Мм 0 (87) 


Доказательство: следует из 55 4 и 12. 
14. Покажем теперь, что условия (81) являются необходимыми 
для разрешимости системы диофантовых уравнений 


к к к 
ЖА о нЕ КЕ. 
Действительно, пусть 


$ 


№ = ХУ (Е=1,2,..., п); 


У=1 


тогда детерминант 


| М» (® == 1» № | 
2. —| №-: ®— 4)" РЕ 
М, п—1 ие 
можно преобразовать следующим образом: 
> а” (п ыы (а ЭР 5 1 | 
3 и (п ие Пр 3 ое ое 
Ду. || о аа ПО оо 
Уи м. 
т п—1 3 2 1 
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| Ум и! Е 
я бен а 
ее а м. ; — 
| У. п 2 1 
р. 1 1 1 1 
У (= ия у" (п 17-2... 3-191-200-1072 (| 
У (= И а п— 1)" (п 1)"-3... 31-2 91-8 оп2 9 
м о ое ее Е 
УЕ —.), п | 21, 1 
У, г. т й: О 


р ое 1) (п Е 1 эт? 2 
= (п— 1)! (®— 2)! У (г. —1) м Ри — 
м 4 Й 1 


—=(п—1)! (п—2)! (и—3)! 


Предолжая эти преобразования, лы в конечном итоге получим 
Е В 


откуда следует, что 
ОР» =0 (под ВР). 


Таким же путем убеждаемся в необходимости остальных усло- 


вий (81). 

15. Полученный нами результат относительно одновременного 
представления п чисел суммами первых, ..., „-ых степеней может 
быть приложен к рассмотрению систем диофантовых уравнений 
вида 

чм М | 
Л (1) =М, 
\=1 \ 
ПВ РС ОСА Й 5 (88) 
$ 
у 
Ул.) =М, 
У=1 
где 
}» (2) = ата" +... а? | ах (Ё=1,2,...) в 
причем ак, — целые неотрицательные числа. 
ий 


ИМЕН, Серия матем атич,, № 4 
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Пусть 
В Г о, С 


тогда система (88) дает нам 
ат М Узы а М Ма, 
И дв: М, = 2. - 
Предполагая, что определитель 


пп, я а 


о мне ПО 


отличен от нуля, мы хожем найти М№,,..., М, и узнать, выпол- 
няютея ли при данных М, и а»: условия (81). 


Математический институт 
им. В. ^. Стеклова Поступило 
Лкадемия Паук СССР. 10. УЕ 39. 
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(. МАВОТА МЕСНУПЛ. ЗОВ ТА ВЕРВЕЗЕМТАТТОХ ЗМОГТАМЕЕ РЕ 
„ ХОМВКЕУ РАВ РЕЗ ЗОММЕ$ ЮЕЗ Р0155АМСЕ$ СОМРЬЁТЕ$ 


ВЕЗОМЕ 
Золеп Л, М,, ..., М, п помгез пацаге!$ за зГалзайЬ апх сон - 
ЧИлопз зиуап(ез: 


У `, -, 


ка М А а (1) 
ПР. ыы риф: ый ие 465 соозаятов Чоле 
]е сйо1х Черепа 4е п, 


М О. 


Е А О О 
| М. п-т 
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| В... | 
Мы Е = 0 (штоа В), (2) 
| м р. 
аи (и=-Т! арм 
Ге зузете 4ез бачайот$ ФорВаптИаиез 
да ааа аа М, (4,2... п) 


езё гбво]уа]е 51 $ > 2" —"— 24, п>5 ее 1е пошге 1(М,,..., М,) 
Чез зоЛопз езё гергёзеп6 раг |а Гогши!е ($1 поиз розопз М№., = 


о 


= й. А рощелу = 4, 25 5..5: п— 1) 
а 


И й г 
==) (я ом, (ел М, (М) НО (№ =“). 


ой 
В (1 вн) Вот: $), 
со 
© ЕВ о А (Ч, ) 9) 
Чи» --., Чп=1 
— С эт ( о ОВЕЬ пм) 
1 Ч 


= 


ой 
(а,,...,а» рагсоцгепь 4ез зуз(ётез геи гёзр. то4и1о 41,..., Чн), 


ры АВ 1 (мч) 
е Ч Ч. 


пах И? 1 
о нь 


== 


т=0 


1ез соп4илотз (2) зойЁ пёсеззалгез роиг |а гергезепаь1Ие Че п 
потргез М, ..., №, раг 4ез зотшшез Чез рилззапсез 1-6гез, 
2-ез, ..., П-ез сотр! ез. Опатпь А се дит сопсегпе ]ез соп410п5 
(1), гепагачот$ ие $1 х,, 15, ..., х. 016 4ез потаБгез гёе!з поп- 
песа(1{3 оп а 


У 

$ с 2 

\ стл Хип 
А № т из) ) 
(У =У# = »( 2 ) (УТ ан.. ПеЕ 


#=1 В=1 = 


её раг заЦе И езё песеззалге фа’опй а 


У У У 
2 р 
М Мю, (= п 0. 


11* 
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